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Presentacion

El Ministerio de Educacion Superior, Ciencia y Tecnologia se complace en presentar el libro “Mate-
matica, Curso de Nivelacion” EI mismo forma parte del proyecto que inicié el MESCyT en el afio
2002, a través de la aplicacién de la Prueba de Orientacion y Medicion Académica, POMA.

La Prueba POMA fue concebida como parte integral de la Ley 139-01, por lo que, su aplicacion y con-
tinuidad como proyecto es de gran importancia para elevar la calidad de los egresados de la educacién
superior, ya que, al evaluar la inteligencia académica del estudiantado dominicano, se sientan las bases
de la plataforma que conlleve a una mejor calidad del sistema educativo.

El libro ha sido elaborado por profesores universitarios que estdn involucrados en el proyecto POMA,
lidereados por el Subsecretario de Estado del MESCyT, Lic. Héctor Antonio Sandoval, para ser aplica-
do en los cursos remediales que se ofrecen en las instituciones de educacion superior con la finalidad
de superar las fallas detectadas a través de las Pruebas de Orientacién y Medicion Académica. El
mismo forma parte del Programa Nacional de Libros de Texto que lleva a cabo este Ministerio, en la
Serie Investigaciones, volimen 4, de la Coleccion Humanidades.

A través del desarrollo de los contenidos del libro Matematica, Curso de Nivelacidn, se trabajan, con
ejercicios variados, aquellos temas de la matematica que le han presentado mds dificultades a los estu-
diantes en sus afios de bachillerato. Por lo que sus objetivos principales son:

* Identificar las habilidades adecuadas de acuerdo a la Prueba POMA.

* Poner en practica los contenidos de forma clara y significativa para los estudiantes.

* Evaluar las habilidades cognoscitivas de los jovenes antes, durante y después de poner en prac-
tica el libro.

Con la distribucion y uso de este libro, el MESCyT mantiene el esfuerzo para hacer mds competitivo
todo el Sistema de Educacion Superior para formar una juventud con las capacidades para producir,
crear y aportar soluciones que conlleven a engrandecer cada vez mds nuestro pais.

odlud b Lonee—

Ligia Amada Melo de Cardona, M .A.
Ministra de Educacion Superior, Ciencia y Tecnologia
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Marco teorico para el curso universitario de
nivelacion en Matematicas

“La matematica casi nunca resulta facil para nadie. Y casi toda persona puede apren-
der incluso el mas complejo de los conceptos matematicos, si es perseverante y si los
conceptos le son bien ensefiados.” (Aron & Aron, 2001, pag. 28).

Introduccion

El programa de nivelacién propuesto por el Ministerio de Educacién Superior Ciencia y Tecnologia
se concibe como un programa incorporado al curriculo para mejorar las habilidades del pensamiento
de solucionar problemas, los cuales se centran en el desarrollo de las habilidades cognoscitivas en el
contexto de un drea de contenidos concreta que, en este caso son las dreas de matematicas.

En este programa estdn incluidos tres objetivos que han sido propuestos para garantizar el éxito de los
mismos

1) Identificar las habilidades adecuadas, asumiendo modelos prescriptivos a partir de las evalua-
ciones con la Prueba de Orientacion y Medicién Académica, POMA (tercera version).

2) Poner en préctica la instruccién en una secuencia clara y significativa que el profesor debe
identificar y modelar para los alumnos aplicando las prescripciones del Programa de Enriqueci-
miento Instrumental (PEI) y las orientaciones del proyecto PISA (Programme for International
Student Assessment), ademds de otros programas de ensefianza del pensamiento.

3) Y hacer una valuacion de las habilidades cognoscitivas antes, durante y después de ponerlo en
prdctica.

El marco tedrico de este curso se ha construido, de acuerdo a la opinidn de los miembros de la Comi-

sién de Matematicas constituida el 6 de octubre de 2008 en la MESCyT, sobre los conceptos vertidos
en las siguientes secciones:

1° Determinacion del dominio de conocimientos de este curso de nivelacion

El total de conceptos a tratar en los cursos de nivelacion en Matematicas, de acuerdo a la propuesta de
la Comision que ha trabajo en esta disciplina, se han agrupado en seis clases de contenidos:

CURSO DE NIVELACION 9




I.- Teoria de los conjuntos.

II.- Sistemas numerales y destrezas en el cdlculo de operaciones aritméticas.
II1.- Introduccion a los sistemas de medidas.

IV.- Capacidad para manejar expresiones algebraicas.

V.- Material de Geometria.

VI.- Conceptos elementales de Estadistica.

2° Objetivos y/o competencias a alcanzar y competencias educativas a enriquecer
en el curso universitario de nivelacion en Matematicas

Este curso es uno de los intentos que se han realizado en el mundo de reinventar las matemadticas
dentro de un marco cognitivo y socioconstructivista. La perspectiva en la que se centra este curso
hace hincapié en ayudar al alumno a comprender las matemadticas. De esta forma, se inculca en el
estudiante la importancia de formular conjeturas, explorar patrones y buscar soluciones a problemas
capacitandolos para interpretar datos cuantitativos y utilizar las matemadticas en la vida diaria. Esta
perspectiva enfatiza mas el desarrollo del proceso de solucion de los problemas matemdticos mds que
el dominio de las operaciones matemadticas.

2.1 Objetivo general

El objetivo general de los cursos de nivelacidn estd basado en el proyecto PISA de la OCDE, (PISA,
2006) que enfatiza el desarrollo de conocimientos, destrezas y actitudes o sentimientos, habili-
tando a los estudiantes, para ejercer la capacidad de reflexion y aplicacion de sus conocimientos
y experiencias en la solucion de los problemas de la vida real.

2.2 Objetivos especificos

Estimular el desarrollo de conocimientos sobre conceptos matemdticos, hechos, signos, simbolos, la
estructura de los niimeros, procedimientos para resolver problemas, etc.

Desarrollar destrezas mentales tales como: clasificacion, ordenamiento en secuencias, manejo de es-
tructuras espaciales, razonamiento, flexibilidad mental, solucion de problemas, etc.

En los aspectos del desarrollo de actitudes y sentimientos se pretende estimular a los alumnos a acre-
centar la seguridad en st mismo, la curiosidad intelectual, un sentimiento de interés por lo novedoso
y complejo, el sentido de relevancia de los datos, el deseo de profundizacion en la comprension de
ciertos conocimientos, y la perseverancia en la solucion de situaciones problemdticas a través de
aplicaciones matemdticas.

3° Sistematizacion de procesos o competencias intelectivas a desarrollar en el pro-
grama del curso de nivelacion en Matematicas

Un buen uso de los procesos mentales en las matemdticas, implica un desarrollo adecuado de un con-
junto de actividades mentales, que exigen del sujeto las siguientes competencias:
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- un empleo adecuado del lenguaje matemdtico,
- la capacidad de crear modelos que permitan explicar la realidad
-y un conjunto de habilidades relacionadas con la resolucion de problemas.

Este conjunto de actividades mentales suele denominarse, como el proceso de matematizacion, que
permite al alumno ejecutar un conjunto de pasos en la resolucion de los problemas y formular pregun-
tas planteadas sobre los mismos. Este proceso de matematizacion, implica sefialar una serie de pasos
que indiquen el camino en resolucion de problemas matematicos.

Estos serian los pasos a dar:

3.1

3.2

3.3

34.

3.5
3.6

3.7

Este proceso se inicia con la presentacion de un problema concreto, en el que se debe proceder
primero a estudiarlo: esto es, conocerlo y delimitar los datos.

A continuacion se debe proceder a organizar el problema de acuerdo a conceptos matemdticos,
ast como a identificar los datos mds relevantes.

Para pasar, luego, a realizar una abstraccion de la realidad, paso que implica efectuar estas
actividades:

- identificar los elementos matemadticos pertinentes en el problema real,
- representar el problema de un modo distinto que conlleva,

- organizar el mismo de acuerdo a los conceptos matemdticos mds ajustables al caso: aritmético,
algebraico, gréfico, tablas, mapas, ...

- plantear los supuestos adecuados al caso,

- comprender las relaciones existentes entre el lenguaje del problema y los simbolos que se nece-
sitan para: comprenderlo, encontrar regularidades, relaciones y hasta patrones en su desarrollo
- y finalmente reconocer los aspectos que son isomorficos a otros problemas...

Traducir el problema a términos matemdticos dentro del modelo adoptado:

aritmético, algebraico, grdfico, tablas, mapas, ..

Resolver el problema matemdticamente,

Intentar luego:

- contestar preguntas varias referentes al desarrollo del modelo y su adaptacion al caso,

- establecer regularidades,

- identificar las conexiones

- crear una buena argumentacion matemdtica

- finalmente generalizar el caso

Reflexionar sobre:

- la comprension del alcance y limitaciones de los conocimientos matemdticos,

- las argumentaciones matemdticas,

- las aplicaciones y justificacion de los resultados,

- la concienciacion de los pasos del problema,

- las criticas del método utilizado y sus limitaciones, ..

CURSO DE NIVELACION 11




3.8.  Sistematizacion de las situaciones: es decir ajustar las habilidades, destrezas y actitudes y/o
sentimientos desarrollados a todas las situaciones vitales de los alumnos, que se podrian
organizar de acuerdo al grado de proximidad al alumno, como: personales, educativas, profe-
sionales, piiblicas, cientiificas, ...

4° Resultados del diagnéstico dinamico de Matematicas en el POMA.3

Se ha dicho antes que los fundamentos tedricos de este curso de nivelacién se han centrado en las
directrices del proyecto PISA,2006, en las orientaciones del EAM del PEI y en los resultados del diag-
nodstico dindmico del POMA.3.

Resultados que se basan sobre el procesamiento de datos obtenidos a través del POMA. 3 de una
muestra de 6.190 estudiantes que solicitaron ingresar en las dominicanas para el curso 2007-2008, de
los cuales 4.028 correspondian a la UASD. Los resultados del andlisis de los items correspondientes a
la sub prueba verbal (CM) se presentan en la tabla siguiente que tiene las siguientes columnas:

Items: numeracién del {tem en la sub prueba CM

Cod: cédigo que se le ha asignado de acuerdo el modelo de procesamiento en el banco de items
b: valor del pardmetro de dificultad en la TRI

a: valor del pardmetro de discriminacién en la TRI

c¢: valor del pardmetro del acierto por el azar en la TRI

Respuestas Alternativas para cada una de las opciones (A,B,C,D)

Coeficientes Alter: valores del coeficiente de consistencia interna en alternativas.

Tabla I1.1
Resultados del analisis de items hechos por el TRI

Items Cod b a c R % Respuestas Alter. Coeficientes Alter
21 IMA4 | 0,62 | 047 | 0,22 | 0,86 6 | 70~ 9 | 14 1 -17 30~ | -17 | -12 -5
22 IMA.2 | -049 | 0,57 | 0,21 |0,34 5 12 68~ 12 | 2 -16 -22 | 37~ | -18 -5
23 IMP.1 | -1,06 | 0,59 | 0,22 | 0,61 7 | 177~ 7 712 -21 37~ | -19 | -16 -8
24 IMP2 | -1 044 | 0,22 |0,72 8 |5 73~ 13 1 -13 -21 29~ | -12 -8
25 IMR.3 | 0,23 0,64 | 0,24 0,87 59~ 17 10 |12 | 3 35~ | -18 | -18 | -12 -7
26 IMD.6 | 2,02 | 0,69 | 0,23 |0,5 12 | 41 34~ 11 3 -8 -7 16~ | -1 -8
27 IMA3 | 2,79 | 0,67 | 03 1,68 24 | 25 12 | 35~| 4 -2 -1 -2 | 6~ -4
28 IMR.1| 1,61 0,47 0,23 | 0,98 14 | 25 17 |42~ 3 -6 -5 -11 20~ 11
29 IMA3 ] 1,06 | 0,83 | 0,23 | 1,02 15 18 21 |43~ 3 -13 -12 | -11 | 31~ -8
30 IMD.7 | 2,33 1,04 | 0,14 | 1,14 45 28 18~ 8 | 2 5 -14 13~ 1 0 -7
31 IMA3] 0,72 | 093 | 0,25 | 1,04 11 18 50~ 18 | 3 -14 -17 | 36~ | -15 -9
32 IMD.7 | 2,65 0,24 0,25 |3,22 K 7 21 24 | 45~] 3 -18 -7 15 7~ 14
33 IMD.3 | 1,81 094 | 0,16 1,05 18 | 20 25~134 | 3 -15 -6 23~ 0 11
34 IMP2 | 3 0,81 0,2 1,62 K | 22~ 31 25 |17 | 6 1~ 3 21 -6
35 IMP2 | 3 0,7 0,19 |0,8 K| 11 33 21~ 30 | 5 -4 -4 6~ 4 -6
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Para apreciar las carencias que esta muestra de estudiantes presenta en el drea de conocimientos de
matemadticas nos fijaremos en valores del pardmetro b y los % de respuestas de la clave o respuesta
buena y los coeficientes de consistencia interna (ri-tri 6 ri-tct). Para una mejor comprension de estas
carencias se han agrupado los items en cada uno de los procesos que intenta medir el POMA..3:.

Proceso A: Asimilacion de conocimientos basicos e instrumentales en matematicas

Muestra UASD (N=4028) Muestra total (N=6190)

Item b P ri-tri | ri-tet b P ri-tri ri-tct | Comportamiento evaluado
22 -0,49 | 68~ 37~ 42 -0,38 69~ 45~ 47 IMA.2: aritmética

27 2,79 35~ 6~ 26 1,81 37~ 14~ 32 IMA.3: dlgebra

29 1,06 43~ 31~ 50 0.8 45~ 40~ 50 IMA.3: dlgebra

31 0,72 50~ 36~ 43 0,6 51~ 43~ 50 IMA .3: dlgebra

21 -0,62 | 70~ 30~ 37 -0,41 70~ 35~ 39 IMA 4: geometria

Proceso D: dominio de destrezas académicas en matematicas

Muestra UASD (N=4028) Muestra total (N=6190)

Item | b P ri-tri | ri-tct b P ri-tri ri-tct | Comportamiento evaluado

33 1,81 25~ 23~ 36 1,34 | 29~ 34~ 45 IMD.3: otras operaciones: quebrados
26 2,02 34~ 16~ 33 1,51 37~ 24~ 48 IMD.6: cdlculo mental

30 2,33 18~ 13~ 27 1,8 20~ 23~ 35 IMD.7: otras: %, probabilidades

32 2,65 45~ 7~ 23 3 43~ 0~ 15 IMD.7: otras: %, probabilidades

Proceso R: capacidad de razonar

Muestra UASD (N=4028) Muestra total (N=6190)

Item| b P ri-tri | ri-tet b P ri-tri ri-tet Comportamiento evaluado
28 1,61 42~ 20~ 34 1,28 | 43~ 28~ 39 IMR.1: hacer comparaciones
25 0,23 59~ 35~ 44 0,26 | 60~ 40~ 48 IMR.3: buscar anal--seme;j.

Proceso F: flexibilidad mental (no hay items que miden este proceso en el POMA.3)
Proceso P: capacidad de solucionar problemas de de caracter practico

Muestra UASD (N=4028) Muestra total (N=6190)

Item | b P ri-tri | ri-tct b P ri-tri | ri-tct | Comportamiento evaluado

23 -1,06 | 77~ 37~ 43 -0,92 | 78~ 40~ 43 IMP.1: resol.problemas nivel 1- oper. directas
24 -1 73~ | 29~ 36 -091 | 74~ 32~ 37 IMP.2: resol. roblemas nivel 2- oper. derivadas
34 3 22~ 1~ 21 3 22~ -1~ 17 IMP.2: resol. roblemas nivel 2- oper. derivadas
35 3 21~ 6~ 24 2,59 23~ 13~ 28 IMP.2: resol. roblemas nivel 2- oper. derivadas

CURSO DE NIVELACION 13




Si se considera como carencias aquellos items que presentan valores en el pardimetro b, que sean igual
o mayores que +0.50, se pueden establecer tres categorias:

- los que presentan una carencia considerable, cuando el valor de b esta entre +0.50 y
+0,99

- los que presentan carencia muy importante, cuando el valor de b esta entre +1.00 y + 2.99

- los que presentan dificultades en la redaccion o carencia absoluta del contenido de los

items, cuando el valor de b es igual a +3.00

De acuerdo este criterio se puede afirmar que: estas carencias se hallan, viendo los resultados del ana-
lisis de los items por procesos mentales de este modo en el:

Proceso A: (Asimilacion de conocimientos bdsicos e instrumentales en matemdticas)
De los seis items que hay en el POMA.3 presentan carencia tres items (27, 29 y 31) que hacen re-
ferencia a la evaluacion del comportamiento IMA.3. Algebra

Proceso D: (dominio de destrezas en matemdticas)

De los cuatro items que hay en el POMA.3 presentan carencia los cuatro (33, 36, 30 y 32 que hacen
referencia a la evaluacione de los siguientes comportamientos: operaciones con quebrados (33),
célculo mental (36) y estimacion de probabilidades (30 y 32).

Proceso R: (capacidad de razonar con material matemdtico)

De los dos items que hay en el POMA..3 referentes a este proceso presenta carencia uno el item (28)
que hacen referencia a la evaluacion del comportamiento: hacer comparaciones entre conceptos
elementos matemadticos

Proceso P: (capacidad para solucionar problemas de cardcter practico)

De los cuatro items que hay en el POMA.3 referentes a este proceso presentan carencia dos item
(34 y 35) que hacen referencia a la resolucion del problemas de nivel 2, que implica hacer las
célculos para resolverlos, después de hacer unas operaciones previas a los datos ofrecidos en el
problema, casos en los carencia es absoluta-

5° Plan de accion o procedimiento general en la solucion de problemas ma-
tematicos:

Es importante que a los estudiantes que se les ofrezca el plan de accion para la solucién de problemas,

el cual deben:

- conocerlo primero de acuerdo a la sistematizacion de los procesos mentales presentada en
el apartado Mat.3,

- aplicarlo a diversas clases de problemas matematicos,

- repetir su aplicacion varias veces, ha que los alumno lo asimilen de modo que lo convier-

tan en automatismo

y poder generalizarlo a diversas situaciones vitales
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Para una mejor comprension de los propositos de este manual se aplica el anterior plan de accion a un
ejemplo, tomado del Poyecto PISA, 2006 del drea de matematicas:

Ejemplo 1°: Las exportaciones en Zedlandia

Se presenta al estudiante o un grupo pequefio de los mismos (4-8) la tarea inicial :dos graficos refe-
rentes a las exportaciones de una pais virtual Zedlandia, una tabla, o una expresiéon matematica), en la
que indica claramente la respuesta que se espera que den los alumnos.

Esta respuesta suele ser pedida a través de una pregunta o mds preguntas, como puede verse a conti-
nuacion.

Estos graficos contienen informacion sobre las exportaciones de Zedlandia, un pais cuya unidad
monetaria es el zed.

Grafica 1 Gréfica 2
Total anual de exportaciones de Zedlandia Distribucion de las exportaciones
expr do en mill de ds, 1996-2000

de Zedlandia en el afo 2000

45 42.6

A

Tejido d
10 37.9 :-I'jglozéne otros 21%
- 26%
30
2 25.9 27,1
20 20,4 Lana 5% carne 14‘}‘0
15 —o
10 tabaco 7% re 5o
Zumos de
¢ fruta 9% Arroz 13%

1996 1997 1998 19992 2000 Ano

wn
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Preguntas

(Cudl es el valor aproximado de exportaciones de zumos de fruta de Zedlandia en 2000?

A. 1,8 millones de zeds. B. 2,3 millones de zeds. C. 2.4 millones de zeds.
D. 3,4 millones de zeds. E. 3,8 millones de zeds.

Paso 1° Plan de accion
Ante la pregunta: ;Cuadl fué el valor de las exportaciones de zumos de fruta de Zedlandia en el
afo 2000?

Se propone el siguiente plan de accion:

1° buscar informacion, pero, dado el caso que este es un ejemplo virtual, esta debe ser buscada en
los graficas dada,
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4°

50

60

por lo que hay que acudir a la primera grafica, y concretizar el valor de las exportaciones en el
2000: 42.6 millones de zeds.
en la grafica 2, se ve que en ese aiio (2000) el porcentaje de la exportacion de zumos, equivale al
9% del total que es el 42.6 millones de zeds
si quiere conocer el total de millones de zed que se exportan, se debe traducir el problema a
términos matemdticos, que seria estimar proporciones entre los dato de las dos graficas.
42.6 es 100%
x 9%
resolverlo matemdticamente, de acuerdo al modelo matemdtico propuesto, de este modo:
x=(42.6 *9)/100=3,834
y dado que la pregunta se presenta en formato de pregunta de seleccion miiltiple, se termina la
sefialando la opcion D, que es tiene el valor mas cercano a 3,8

PASO 2°: Reflexion individual o colectiva sobre lo hecho y los errores que se han co-

metido, asi como las facetas que han podido influir en su ejecucion

PASO 3°: Se pide los estudiantes que expliquen las estrategias utilizadas por algunos

alumno o grupos y comparar las mismas, buscando: semejanzas, relaciones. entre ellas..

PASO 4°: Finalmente se procede a la generalizacion este proceso, invitando a los estudiantes

a aplicar estos aprendizajes a otros casos...

Ejemplo 2: Presa y Depredador

Se presenta al estudiante o un grupo pequefio de los mismos (4-8) la farea inicial :consitente en una
grafica y las dos preguntas, como verse a continuacion:

2 200
a3 M
S 2150
= @ -
E%ﬂm
)]
& 22
32 5o
C —
ém
0
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Este problema presenta dos preguntas;

Pregunta 1°: Analizando el grdfico podria indicar ;quien es la presa y quien el depredado’
Pregunta 2°: ;Es aplicable a este caso, la tasa de crecimiento de los depredadores?

Este problema presenta dos preguntas, por lo que el plan de accion debe ser dividido en dos secciones:

1° Plan de accion para la primera pregunta:

En el grafico ;Quién es la presa y quién el depredado?

La ejecucion del plan accidn a esta pregunta requiere realizar las siguientes actuaciones:

1.

buscar la informacion, que permita aclara los conceptos de presa y depredador: la presa es la
bacteria que sirve de alimento al depredador,

sefialar la relacion que existe entre ambas bacterias en el grdfico: un crecimiento inverso entre
ambas.

relacion que implica: que el crecimiento de la presa debe ser anterior al del depredador,
observar que en la grafica hay dos trazados sinoidales muy similares pero en tiempos distintos.
Observacion que permite inferir que la presa es el Paramecium y el depredador el Saccharomy-
ces.

2° Plan de accion para la segunda pregunta.

| JEs aplicable a este caso la tasa de crecimiento de los depredadores? '

La ejecucion del plan accidn a esta pregunta requiere realizar las siguientes actuaciones:

Paso 1. Sistematizacion de las actuaciones

1.

2.

buscar la informacion en el diccionario o en el servidor de google de internet que es tasa de cre-
cimiento..

revisar en la grdfica la separacion que hay entre ambas curvas sinoidales, se ve que esta es cons-
tante.

comparar los puntos mas altos y los mas bajos de dichas curvas. Se observa que estos son muy
similares con pequerio retraso temporal, lo que indica que el depredador crece comiéndosse a
la presa, que alcanza niveles ligeramente mas altos debido a que en el punto de partida 0, este
tiene ya un ciento valor, este tiene ya un cierto valor, que es reforzado con la alimentacion de la
presa.

de lo que se puede inferir que la tasa de crecimiento se cumple casi a la perfeccion en este caso.
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5. Explicarla.

PASO 2°: Reflexion individual o colectiva sobre lo hecho y los errores que se han
cometido, asi como las facetas que han podido influir en su ejecucioén

PASO 3°: Se pide los estudiantes que expliquen las estrategias utilizada para rea-

lizarla (en forma individual o por grupo) y comparar las mismas, buscando: semejanzas,
relaciones...

PASO 4°: Finalmente se precede a la generalizacion este proceso, invitando a los estudiantes
a aplicar estos aprendizajes a otros casos...
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UNIDAD I

TEORIA DE LOS CONJUNTOS

Introduccion.

Se ha dicho en el marco tedrico, que los objetivos generales de los cursos universitarios de nivelacion
son apoyar el desarrollo de: conocimientos, habilidades y actitudes en torno a la matemadtica.

Para alcanzar estos objetivos se propone un método de trabajo aplicado a la matematica y un conjunto
de ejercicios que permiten al estudiante poner en prictica algunos procesos mentales en cada una de
las unidades en que se ha dividido este curso de nivelacion.

Referente a conocimientos:
Objetivos especificos:

a. Estimular el desarrollo de las capacidades para:
analizar los conceptos bdsicos sobre la teoria de conjuntos,
expresar los mismos bajo diversas formas,
aprender a expresarlos, con precision y eficacia, mediante expresiones matematicas,
lo que equivale a:
plantearlos con claridad,
formularlos adecuadamente,
resolver los problemas matemdticamente
e interpretar las soluciones encontradas...
b. facilitar la representacion mental de los nimeros,
c. y buscar las posibles relaciones existentes entre ellos.

Sistematizacion o pasos a dar para realizar ejercicios:

I.1: Después de haber trabajado el profesor y los alumnos con el texto y ejercicios de la Unidad I, se
procederd a realizar algunos ejercicios disefiados para cumplir los objetivos antes sefialados.
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MATEMATICA MESCyT

I.2 Actividades a realizar:

Ejercicios referentes a los conocimientos:

Los ejercicios que se presentan a continuacion, van dirigidos al fortalecimiento de los conocimientos
propios de la unidad I:

Estos ejercicios pueden realizarse, bien individualmente, bien en pequefios grupos de 6-8 alumnos.
El objetivo concreto de estos ejercicios es:

“Apoyar el desarrollo de la capacidad de buscar las relaciones existentes entre conceptos
propios de la teoria de conjuntos, expresados bajo tres formas: el nombre que evoca el con-
cepto, una descripcion verbal del mismo y una expresion matematica del mismo.

Sistematizacion de los pasos a desarrollar

Paso 1°:

Los ejercicios consisten en presentar las tablas a los alumnos individualmente y/o en pequefios grupos,
con el objeto de que traten de:

1° Relacionar los conceptos indicados en la 1* columna con una de las descripciones de la segun-
da columna, colocando el nimero de la primera enfrente de la segunda columna.

2° Completar la tarea colocando, también, el numero del concepto de la 1° columna en cada ex-
presion matematica de la columna 3* que le corresponda.

Paso 2°:

Acabado esta actividad, los alumnos presentaran sus repuestas al grupo y argumentardn de la mejor
forma posible sus respuestas. En el caso de trabajar en pequefios grupos, estos deben ponerse de
acuerdo, primero, sobre la adecuacion de las respuestas. Finalmente hardn una reflexion individual o
colectiva sobre lo hecho y los errores que se hayan cometido, asi como las facetas o contingencias
que han podido influir en su ejecucion. Se terminard ddndole un nombre global que abarque estas
circunstancias.

Paso 3°:

Terminado el paso anterior, se pide a los estudiantes que expliquen las estrategias utilizadas para
realizar el ejercicio., luego procederdn a identificar, aislar y describir los procesos mentales que han
utilizado (en forma individual o en grupo) y comparar los mismos, para pasar luego a buscar: las seme-
janzas y posible relacion entre ellos. Por tltimo, si estd a su alcance, deben establecer la secuenciacion
de estos procesos.
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Paso 4°:

Finalmente se precede a la generalizacion de estos procesos mentales, invitando a los estudiantes a
aplicar estos aprendizajes a otros casos de la vida préctica.

Terminada la actividad anterior podrdn pasar, si el profesor mediador lo cree oportuno, a trabajar del
mismo modo en este otro cuadro, identificando los cuatro modos de expresar los conceptos: nombre,
descripcion verbal, expresion matemadtica y un diagrama.

Paso 5°:
El ejercicio consiste en presentar la tabla II a los alumnos individualmente y/o en pequefios grupos,
con el objeto de que traten de:
1° relacionar los conceptos indicados en la 1* columna con una de las descripciones de la segunda
columna, colocando el nimero de la primera enfrente de la segunda columna.
2° completar la tarea colocando, también, el nimero del concepto de la 1° columna en cada ex-
presion matemadtica de la columna 3* que le corresponda.
3° finalmente, ver los diagramas presentados, identificarlos y asociarlos al concepto adecuado y
colocar debajo la expresion o expresiones matematicas que los identifican.

Paso 6°:

Acabada esta actividad, los alumnos presentardan sus repuestas al grupo y argumentardn de la mejor
forma posible sus respuestas. En el caso de trabajar en pequefios grupos, €stos deben ponerse de
acuerdo, primero, sobre la adecuacion de las respuestas. Finalmente hardn una reflexion individual o
colectiva sobre lo hecho y los errores que se hayan cometido, asi como las facetas o contingencias
que han podido influir en su ejecucion. Se finalizard la actividad ddndole un nombre global que abar-
que estas circunstancias.

Paso 7°

Terminado el paso anterior, se pide a los estudiantes que expliquen las estrategias utilizadas para reali-
zar el ejercicio; luego procederdn a identificar, aislar y describir los procesos mentales que han utiliza-
do (en forma individual o en grupo) y comparar las mismas, para pasar luego a buscar: las semejanzas
y posible relacion entre ellos. Por dltimo, si estd a su alcance, deben establecer la secuenciacion de
estos procesos.
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NOTAS HISTORICAS:

Georg Cantor

Famoso matematico judio-ruso, nacido en San Pe-
tersburgo, Rusia, el 3 de marzo de 1845.

Se especializé en Matematicas, Filosofia y Ciencias
Fisicas. Cantor hizo un profundo estudio sobre las
“Disquisiciones Aritméticas de Gauss”, y en 1867, con
el propdsito de obtener el titulo de Doctor, escribié su
“Disertacion”. Antes de cumplir los 30 anos, Cantor
publicé su primer trabajo revolucionario sobre la famo-
sa “Teoria de Conjuntos”. El inesperado y paradégico
resultado, referente al conjunto de todos los numeros
algebraicos y la completa novedad de los métodos empleados, sefialaron inmediata-
mente al joven autor como matematico creador, de originalidad extraordinaria. Los
razonamientos de Cantor en su “Teoria de las Clases Infinitas” fueron considerados
por Kronocker, antiguo profesor suyo, como una forma peligrosa de locura matemati-
ca. Kronocker atacé afanosamente y con todas las armas que encontré a su alcance,
la “Teoria positiva del Infinito”, lo mismo que a su hipersensible autor, George Cantor,
quien, a consecuencia de los injustos ataques, tragicamente se convirtié en paciente
de un manicomio. El creador de la “Teoria de Conjuntos” muri6 en Halle, el 6 de enero
de 1918, alos 73 anos de edad, en un hospital para enfermos mentales. Ya para antes
de su muerte le habian sido concedidos numerosos honores y su obra habia logrado
ser aceptada y reconocida.

I.1 Conjunto. Notacion. Relacion de Pertenencia.
(Qué es una coleccién de flores?
(Puedes dar un ejemplo de una colecciéon?

(Qué idea tienes de : equipo, tropa, colmena,
mitin, movilizaciones, asamblea ?

, ']
[T Conjunto de Flores
I

Biblioteca Conjunto de libros.
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Una idea fundamental en todas las ramas de la matematica es la de conjunto. El concepto de conjunto
es uno de los llamados primitivo, puesto que no se da una definicién de €l, pero intuitivamente lo en-
tendemos como una coleccion o grupos de objetos. Estos objetos que forman el conjunto lo llamamos
elementos del conjunto.

Existe una gran variedad de objetos que podemos llamar conjuntos, por ejemplo:

1. Los equipos de béisbol invernal de la Republica Dominicana.

2. Los paises que forman las Antillas Mayores.

3. Su equipo favorito de baloncesto de la NBA.
4. Los nimeros naturales pares 2, 4, 6...
5. Los nimeros enteros entre 0 y 1.

Para expresar un conjunto usamos diferentes maneras;
las mds usadas son por comprension y por extension,
ademds se pueden utilizar letras mayudsculas para nom-
brar un conjunto.

Por comprension: cuando se da una regla o condicion que nos permita decidir si un elemento estd
0 no estd en el conjunto. Asi, para especificar que es un conjunto usamos el simbolos { } y una letra
minudscula para representar un elemento cualquiera y asi escribimos el ejemplo 1 como:

A= {x/x es un equipo de béisbol invernal de la Reptiblica Dominicana}
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MATEMATICA MESCyT

Los Leones del Escogido es un elemento del conjunto
A, para mostrar lo anterior usamos el simbolo €, que
significa es un elemento de, asi escribimos: Leones del
Escogido € A

Los Cardenales de San Luis no es un elemento de A,

entonces usamos el simbolo & para escribir: Los Carde-
nales & A.

Por extension: cuando se nombran todos los elementos del conjunto encerrdndolos entre llaves y se-
pardndolos por comas, entonces el conjunto de las Antillas Mayores del ejemplo 2 lo escribiriamos
como: B= {Cuba, Rep. Dom. Hait{, Jamaica, Puerto Rico}

¢ Qué te indican estos enunciados?

. Los autobuses del transporte.

. Los huesos de tu cuerpo.

. La produccion turistica del 2008.
. Los estudiantes dominicanos.

. Los glébulos rojos de tu cuerpo.
. Las leyes dominicanas.

. Los pldtanos barahoneros.

. Los latidos de tu corazon.

. Las provincias dominicanas.

10. Los meses del afio de 30 dfas.

O 0 1N LU B~ W =

Todos estos enunciados representan conjuntos, ya que expresan colecciones de
elementos bien definidos.

(Qué es un conjunto musical? Menciona algunos.

TEORIA DE CONJUNTOS 24 CURSO DE NIVELACION




MATEMATICA

(Existen conjuntos deportivos? ;Cudles?

(Cudl es el conjunto de las vocales?

Las vocales son a, e, i, 0, u pero para expresarlas
como un conjunto tienes que encerrarlas entre dos llaves
y separarlas por coma, esta es la forma por extension, asi

{a) e) i) 0) u}

También puedes indicar una generalidad del conjunto y llamarla por una variable, asi:
V = {x/x es una vocal}

que se lee: «Ves igual al conjunto de las equis tal que equi, es una vocal».

Esta es la forma por comprension o abstraccion, donde, con una variable y una frase indica la propie-
dad o cualidad comtin de sus elementos.

Expresa por extension el conjunto formado por tus fami- B
liares y por comprension todas las personas que tienen A={xixes
tu Apellido.

(Qué utilidad tiene expresar un conjunto por Extension o por Comprension?

Expresar un conjunto por extensidén tiene sus venta-
jas y desventajas. Si quieres ver todos los elementos
nombrados uno a uno, es mds conveniente expresar el
conjunto por extension; pero existen conjuntos que son
muy extensos Yy es preferible que busques la cualidad
o propiedad comun de sus elementos y la designas por
una variable, con esto generalizas el conjunto y lo ex-
presas por comprension y asi tienes todos sus elementos
entre las dos llaves.

(Puedes formar un conjunto con los elementos que
te rodean en tu entorno?

(Cdémo te conviene formar ese conjunto, por exten-
sién o por comprension ?
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El conjunto de los alumnos sobresalientes de tu es-

cuela, ;Como te conviene expresarlo, por extension

0 por comprension? > :
En el equipo de voleibol de tu barrio participan va- m
rios conocidos tuyos, entre ellos: Héctor, Ariel, ] TR
Miguelina, Joaly, Junior y Cirilo; aunque Manuel, 1 '

Nelson, Grisel y Guillermo forman parte del equipo

de baloncesto.

(A qué equipo pertenece Ariel?

FT

(Pertenece Grisel al equipo de baloncesto?

Puedes decir que: “Manuel pertenece al equipo de baloncesto” y lo simbolizas asi :
Manuel € baloncesto

“Grisel no pertenece al equipo de volibol”, 1o expresas asi: Grisel & Voleibol
Joaly € Voleibol, Miguelina ¢ baloncesto, Manuel & Voleibol, Guillermo € Baloncesto.

SiV={a, e, i o, u} puedes decir que a es un elemento del conjunto V, y lo expresas asi: a €V, signi-
fica “a pertenece al conjunto V” o “a es elemento del conjunto V’, pero m no pertenece al conjunto V,
entonces lo expresas asi : m & V = ~(m € V), que significa: «m no pertenece al conjunto V».

Dos conjuntos son iguales, siy solo si tienen los mismos elementos, por ejemplo {a,b,c}y {c, b, a}
son iguales y escribimos {a, b, c} = {c, b, a}.

Un conjunto que no contiene elementos, como el del ejemplo Los niimeros enteros entre 0y 1, se
llama conjunto vacio y se denota por Sopor{ },asi¢p # 0= {0} #¢

*#* Los mares que rodean la ciudad de Santiago de los Caballeros.

*** Batallas ganadas por Pedro Santana en Francia

El nimero de elementos de un conjunto de llama n#imero cardinal del conjunto. Se denota por card
(A) y se lee como nimero cardinal del conjunto A. Asi, el nimero cardinal del ejemplo: Los equipos
de béisbol invernal de la Repiiblica Dominicana son 6.

Si el proceso de contar todos los elementos de un conjunto tiene fin, decimos que el conjunto es finito.
Por ejemplo: Los globulos rojos de la sangre y Los libros de una biblioteca, forman conjuntos finitos.
Cuando el proceso de contar los elementos de un conjunto continda sin tener fin, diremos que el con-
junto es infinito. Asi el ejemplo Los niimeros naturales pares 2,4,6............ €sun conjunto infinito
al igual que el conjunto de los niimeros enteros y los puntos de una recta.
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Cuando cada elemento de un conjunto A es también elemento de un conjunto B, diremos que A es un
subconjunto de B y lo escribimos como A C B. por ejemplo; {x/x es una vocal} C {x/x es una letra
del alfabeto} y {Numeros pares} C {Numeros naturales}

I.2 Grafica de los conjuntos. Diagramas.

Para ilustrar el dltimo ejemplo usamos diversos tipos de dibujos o diagramas. El mds usado es el
Diagrama de Venn; en este caso el conjunto de los niimeros naturales es un rectdngulo y el conjunto de
los nimeros pares es un circulo; como se muestra en la figura, el circulo estd dentro del rectdngulo.

NOTA HISTORICA

Leonardo Euler

lluste matematico suizo nacido en 1707, hijo de un clé-
rigo, que vivia en los alrededores de Basilea. Se gradu6
de Doctor a los 17 afios en la Universidad de Basilea y
su discurso de grado versé sobre: “Comparacién entre
los sistemas cartesiano y newtoniano”. A los 19 afos
envio dos disertaciones a la Academia de Paris: “La
arboladura de barcos” y “La filosofia del Sonido”. Este
ilustre matematico vivié en Rusia y Alemania en su
época brillante. Es el autor de las curvas como repre-
sentacion grafica y lo hace notar en una misiva dirigida
a una princesa alemana con la nota: “porque todo sale a la vista”. Nos lego6 el prin-
cipio: “Todo nimero entero positivo es la suma de, a lo sumo, cuatro cuadrados”
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L YA

Se observa que cada conjunto es subconjunto de si mismo, a este subconjunto de si mismo se le llama
subconjunto impropio. A cualquier otro subconjunto le llamaremos subconjunto propio del conjunto.
Ademds, se acepta que & es un subconjunto propio de todo conjunto excepto de si mismo.

(Cémo puedes graficar un conjunto?

(Qué indica el diagrama?

Que todos los elementos del conjunto A estdn contenidos
en el conjunto B, es decir, que A es parte de B, o que A
es sub-conjunto de B, y lo puedes expresar A C B o que
B incluye a Ay lo expresas: B D A.

AC B < Vx/[x€EA—x €B]

Observa estas propiedades del subconjunto.

1. Reflexiva. Todo conjunto es sub-conjunto de si mismo: AC A
2. Transitiva. Si AC B A~ BC DentoncesAC D

3. Antisimetrica SIAC B A BC A entonces A=B

4. El conjunto vacio es sub-conjunto de todos los conjuntos. D
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(Cudles elementos comunes tienen el conjunto L = {x/x es una lata de pintura}, y el conjunto J= {x/x
es una lata de jugo}?

El conjunto de las latas de pintura no tiene nada
en comun con el conjunto de las latas de jugo, y si
tuvieras que mezclar el contenido de un elemento
de cada conjunto tampoco tendria nada en comun.
Por tanto, el conjunto L es disjunto del conjunto J,
ya que no tienen elementos comunes.

Los conjuntos que no tienen elementos comunes son los conjuntos disconectos o disjuntos.

(Qué parte comun tiene en el mapa la ciudad de Barahona con la ciudad de Higiiey?
(Donde se intersecan el rio Ozama con el rio Artibonito?

I.3 Tipo de Conjuntos.
¢ Qué es un Universo?

Si quieres estudiar las condiciones sociales de tu sector,
tienes que crear un conjunto cuyos elementos sean todas
las situaciones que se presentan en ese sector, entonces
debes construir su Universo.

U

El conjunto Universal se representa por:
U e indica algo que contiene la totalidad
de condiciones para realizar un estudio.

Cualquier conjunto, distinto de & , tiene dos subconjuntos a lo menos, & y el mismo.

Si los elementos de un conjunto, también son conjuntos, se llaman familia de conjunto. Asi {{1, 2},
{2}, {2,3}} es una familia de conjunto, pero {{1,2},2,{2,3}} no lo es, porque 2 no es un conjunto, es
un elemento.
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El conjunto de 25 paises que forman la Unién Europea forma familia de Conjuntos.

0 B
e, e
S

v f’ ' , e A 5
Y /( & MEDITERRANEO =T cueme CrRUs e,

La familia de todos los subconjuntos de un conjunto A se llama conjunto potencia de A y se designa
por P (A) o 24

Ejemplo: Si A, finito, tiene n elementos entonces el conjunto potencia de A tendrd 2" elementos. Se
observa que B = {x, q, z} tiene tres elementos por la que su conjunto potencia tiene 2° o sea 8 elemen-
tos, encuéntralos.
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Es el momento de repasar o aprendido

1. Expresa por extension los siguientes conjuntos.

10.Medios de transporte del pais

2. Expresa por comprension los siguientes conjuntos:

f2g9 =By B oos B e =

2 ko o=y B os k9 S o

Los deportistas mds sobresalientes del afio

Tus mejores amigos

Los puertos dominicanos

Los Héroes de la Gesta Restauradora

Las cinco provincias dominicanas mds grandes

Tus profesores.

Las carreras que te gustaria estudiar.

Los miembros de tu familia

Las materias que recibes

Los granitos de arena del mar.

Los arboles dominicanos

Las mujeres dominicanas

Los nimeros negativos.

Los periédicos dominicanos

Los puntos de una recta

Las calles de Santo Domingo.

Las moléculas que componen la atmdsfera

Las células de tu cuerpo

10. Los rios dominicanos.
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3. Forma un conjunto donde los elementos son:

Animales

Arboles frutales

Familiares

Rios dominicanos

Partidos politicos dominicanos

Deportistas dominicanos

Musicos dominicanos

Cantantes dominicanos

I I R S

. Presidentes dominicanos
10. Deportes

4. Si M = {x/x es un mes del aiio} y E = {x/x es una estacion del aiio}, entonces escribe una V
a la proposicion verdadera y una F a la falsa.

1.[ ] EneroEE 6. [ | Primavera&E 11. [ ] 27 de febrero € M
2.1 AwileM 7. [_] Diciembre25s M 12. [_] Verano€E

3. ] julio7¢M 8. [ | Marzo¢E 13. ] Mayo30¢M

4 L1 owioce 9. L1 abril18eMm 14. 1 Agosto €E
5.1 Agosto4¢E  10.[_] InviernoeM 15. ] Octubre ¢ M

5. Pon una F si es falso y una V si es verdadero.

Sea: A={1,2,3,4,5,6,7} B={a,b,c,d, e} C=1{3,5,7,9}

1. aeAa [__] 6. 7 €EB [ ] .~e€C)A6&B) [ |
2. 3¢A [ 7. 8 &C ] 12.[2& A] < [a € B]

3. beB [ | 8. ~(c EA) [ ] 13. 5ec)vaern [ ]
4. 9¢c [ 9. 4 ¢B ] 14. ~a¢B) =G € A) ]
5. dgA [_] 10. 1 €c)y [] 15 (71 EAA@EC) [ ]

6. Escribe una V en los conjuntos vacios, una U en los conjuntos unitarios, una F en los con-
juntos finitos y una I en los conjuntos infinitos:

1. Los hombres de la tierra. 11. Los drboles del mundo.

2. Los hombres que habitan en Marte.  12. Granitos de arenas del Sahara.

3. Las calles de la Ciudad de Sto Dgo.  13. Los puntos del segmento AB
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4. Conjunto de abogados de 12 afios de edad. 14. _____ Colores del Arcoiris
5. Conjunto de los nimeros fraccionarios. 15. ____ Los habitantes de la Luna
6. Gallinas vivas de 4 patas. 16. ____ Los puntos del circulo
7. Palabras que terminan en S. 17. ____ Segundos que hay en 60 afios
8. Los nifios que viven, nacidos en 1600. 18. _ Los muiltiplos de 4
0. Maestros de 178 afios en servicio 19. _ Letras que tiene la Biblia
10. Los vehiculos que navegan. 20. ____ Puntos del Plano.

6. Completar el cuadro con ejemplos de cada tipo de conjuntos:

Conjuntos vacios | Conjuntos unitarios | Conjuntos finitos | Conjuntos infinitos

7. Usando el método de extension, especifica cada uno de los siguientes conjuntos. En cada
caso, di si el conjunto es finito o infinito.

1. {Los nimeros pares entre 11y 19}

2. {Los enteros mayores que 5 y menores o iguales que 15}

3. {Los dias de la semana cuyos nombres empiezan con la letra M}
4. {Los meses cuyos nombres empiezan con la letra L}

5. {x/x es un nimero natural mayor que 3}

6. {Los multiplos de 5 entre 25 y 50, ambos inclusive}

7. {Los paises que tienen frontera con Estados Unidos}

8. {Los digitos de 1998}

9. {Los cuadrados de los nimeros naturales}

10. {Los presidentes de Repiblica Dominicana después de Trujillo}

8. Usando el método por comprension, especifica cada uno de los siguientes conjuntos.

{1,3,5,7}
{10,12,14,16}
{Junio, Julio}

{Rojo, Blanco, Azul}
{3,6,9,12,....}

AP =

TEORIA DE CONJUNTOS 33 CURSO DE NIVELACION




MATEMATICA MESCyT

=0 %0 N o

0.

{Barack Obama}

{do, re, mi fa sol, la si}
{martes, miércoles}
{30,33,36....69}
{2,4,8,....256}

10. Di si cada proposicion es verdadera o falsa, da las razones de cada respuesta.

Yo g = ey B B D =

10.

10€{9+12,13-3,7+5}

4 & {(1)% (2% 3),...... }

{1,5} C {Los nimeros impares }
{Los numeros pares} C {2, 4, 6, 8, 10}
© ={J}

(1,2,3y={542% 2L ,
{3, 6} & { Los muiltiplos de 3}
12€{1,2,3}

{1} €{1,2,3}

1C{1,2,3}

11. Encuentra el Card (A) para cada conjunto.

N B0 g ©9 ) =

A={0,1,2,3,4,5}

A={2,4,6,8, ....100}

A={a,b,c,....2}

A= {x/x es un punto cardinal }

A= {x/x es un senador de la Republica Dominicana}
A= {x/x es un entero impar mayor 100,000}

12. Dibuja un diagrama de Venn para indicar las relaciones entre los conjuntos que se dan.

1.

A= {Los nimeros naturales}
B= {Los nimeros impares}

2. A= {Todos los caballeros}
B= {Todos los animales}
C= {Todos los potros}
3. A= {Los enteros positivos}
B= {Los naturales menores que 6}
C= {Los naturales mayores que 15}
4. A= {Todos los hombres}
B= {Todos los hombres que son profesores de matematicas}
C= {Todos los hombres que miden 1.80 metros de estatura}
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5. A= {Todos los paises de América}
B= {Todos los paises de America del Sur}
C= {Todos los paises de América que hablan espafiol }

13. Encuentra el conjunto potencia de cada conjunto.

1. A={1,2}

2. B={a,b,c}

3. C={1,5,10,25}

4. D= {x/x es un mes del afio}

14. Responde:

1. Supdn que tienes los siguientes billetes: $100, $50, $200 y $500. ;Cudntas Cantidades

diferentes de dinero podrias formar?
2. Sireemplazamos los billetes por (modelo) monedas de $ 1, $5, $10 y $25. Repite el ejer-

cicio anterior.
3. De un grupo de 5 personas requieres formar una comision de 3 o de 2 miembros. Haz una

lista de todas las formas posibles en que esto se pueda hacer.
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Es el momento de rerasar (o aprendido:

1. Forma dos familias de conjuntos que representen instituciones del pais.

2. Construye dos conjuntos universales de necesidades que hay que estudiar para buscarles
soluciones.

3. Forma dos conjuntos disjuntos, cuyos elementos sean situaciones de tu escuela.

4. Escribe dos conjuntos disconectos, que tengan como elementos situaciones de tu casa.

5. Escribe dos conjuntos disjuntos, que sus elementos sean situaciones politicas.

I.4 Formas Proposicionales y Conjuntos.

Si formas un conjunto universal U = {x/x es una letra del alfabeto castellano} y formas el enunciado
«X es una vocal», puedes decir que este enunciado puede convertirse en proposicion si se sustituye x
por un elemento del conjunto U, si x = b se convierte en una proposicion falsa, pero si x = a, entonces
la proposicién es verdadera :»x es una vocal» es una forma proposicional, ya que puede convertirse
en proposicion al sustituir x por un elemento del conjunto de referencia U.

Como V = {x/x es una vocal} es un sub-conjunto de U, cuya forma proposicional es: Vx: x es una
vocal, que se lee: “V de x tal que x es una vocal, entonces dices que V es el conjunto de validez de la

forma proposicional Vx.

Las formas proposicionales siempre deben tomar un conjunto como referencia y se designan por el
conjunto acompaifiado de la variable, asi: Ax, Bx, Dx, etc.
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En la asamblea todos aprobaron el pago en dolares, este
enunciado te revela que habia una asamblea y que la to-
talidad aprobé el pago en ddlares.

Lo mismo sucede al referirte a conjuntos.

Si el conjunto referencial de la forma proposicional Vx : x es una
vocal es V ={x/x es una vocal}, entonces el conjunto de validez
de Vx es V, ya que todos los elementos de V son vocales, o lo
que es lo mismo: «para todo elemento x € V, Vx es verdadera»,
y lo expresas asi: Vx& V : Vx.

La expresion «para todo» se simboliza por V [que significa totalidad], y es el simbolo que representa
el Cuantificador Universal, y expresa que lo que se coloca a su derecha es vdlido para la totalidad de
los elementos del conjunto referencial.

Si el conjunto de referencia de Vx es U = {x/x es una letra del alfabeto castellano}, entonces la forma
proposicional Vx: x es una vocal, no es verdadera para todos los elementos de U, pero si «existen»
algunos elementos de U que hacen a Vx verdadera, por lo que puedes decir que: «EXxiste un x, que
pertenece a U, tal que Vx es verdadera», y lo expresas asi: 1 x€ U : Vx.

La expresion «Existe un...» se simboliza 3, y representa el
Cuantificador Existencial, y expresa que lo que se coloca a su
derecha es valido para algtin o algunos de los elementos del con-
junto de referencia.

La mayoria de los asambleistas son seguidores de Cristo, aqui
te indica que algunos siguen a Cristo y otros no.

I.S Operaciones con los Conjuntos.

Interseccion de Conjuntos.

(Cudl es la interseccion del carril A con el carril B? AN B
(Cudl es la parte comtn entre carril A y carril B?

Si el carril A representa el conjunto Ay el carril B
el conjunto B,
(Cudl es la parte comtn entre Ay B?
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Para representar la interseccidn entre A y B se utiliza el simbolo M. La interseccion entre Ay B es la
parte que se destaca.

ANB={xxeAArxEB}

Si P={1,2,3,4,5,6,7} y Q=1{2,4,6,8, 10}, entonces
la interseccién entre Py Qes: PN Q= {2,4, 6}

PNQ={x/xePaAr xeQ}

Si A ={x/x es un nimero primo}y B ={x/x es un niimero par},
A={23,5,7,11,13,17,...} B ={2,4,6,8,10,12,14,...}, entonces A N B = {2}

° § ) Los elementos comunes de dos o mas conjuntos forman el conjunto
2 Interseccion.

Para conjuntos A, B y C, no vacios, se cumplen las propiedades siguientes:

1. Conmutativas: Si AN B, entonces B NA

2. Idenpotente: ANA=A

3. Asociativa: ANBNC=(ANB)NC=ANBNC
4. Absorvente: ANo=09¢

5. Modular: ANU=A

6. Del Sub-conjunto: (ANB)CA A (ANB)CB
7. Si los conjuntos son disjuntos, su interseccion es el conjunto vacio.
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Es el momento de repasar lo arrendido

1. Forma dos conjuntos de tu entorno que tengan elementos comunes:

1.

2. 8i N = {a,b,c,d,e.f,g,h,i,jk}, A={ab,cdfg}, B={ab,cdfghk}!y C = {b,d,g,h,i,j}
Determinar el valor de verdad de:

1.ACB [_] 6. $CN ] 11. BAN=B [__]
2.NDCc [_] 7. CCA 1] 12. ANB=A [
3.BCN [] 8. ACN)A(pEC) [ 13. cNN=Cc []
4. pcA [ 9. BdA)v(ccB [ 14. NnAa=A [
5. Bcc [] 10. [¢Bl—=lacC] [_] 15. AN =A [_]

3. Dado A= {1,2,3,4,5,6,7}, B={1,3,5,7,8,9} y D ={2,4,6,7} Determinar por extension:

1.LANB 6.AN

2.DNA 7.(BNA)N D
3.ANA 8. ¢ N (DN )
4.BND 9. DN (AN B)
5.AN B ND) 10. (AN )N (B NP)

Union de Conjuntos.

Una cesta de frutas, significa la union de muchas frutas:
De la misma forma:

(COmo unirias el conjunto C = {x/x es una consonante castellana}
con el conjunto V = {x/x es una vocal}? ;Qué conjunto resulta?

Pues el conjunto: CUV={xixeCv xeV}

CUV ={b,cdfghjklmnp,aqrstvwxyz}Ul{aeiou}l =
= {x/x es una letra del alfabeto castellano}

Si A={1,2,3,45} y B={2,4,5,7,8,9}, entonces AU B ={1,2,3,4,5,7,8,9}.

La forma A U B significa «A union B» ‘.’

Graficamente es:
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Para los conjuntos A, B y C no vacios, se cumplen las siguientes propiedades:

1. Conmutativa: VAB: AUB=BUA.

2. Asociativa: VAB,C: AUBUC=AUBU C)=(AUB)UC
3. Modulativa: VA:AUd=A
4. Absorvente: VA: AUU=U, VA:AUd=A

VAB:{A N(AUB)=A A AUANB)=A]
5. Idenpotente: VA:AUA=A
6. Distributiva:

6.1. La interseccion es distributiva con respecto a la unién
VABC: ANBUC=(ANB)UANCOC)
6.2. La union es distributiva con respecto a la interseccion.
VAB,C:AUBNC)=(AUB)N(AUC)
7. Cada conjunto es sub-conjunto de la union. AC(AUB) A BC (AU B)

Diferencia de conjuntos.

Tienes un estante de libros que forman al conjunto
A = {filosofia, idiomas, gramdtica , biologia, mate-
mdtica, fisica, quimica} y otro estante B = {¢tica,
sociologia, economia, idiomas, biologia, ciencias,
lenguas} ;Cudles libros estdn en A que no estdn en
B?

Son:

A-B=H{
y B-A={
Del mismo modo ;Cémo restas B = {1,3,5,7,9} de A=1{0,1,2,4,5,6,8,9}?

B-A={

o A~ O

A-B={

La diferencia es el conjunto A - B que tiene todos los elementos que estdn en A que no estdn en B.
A-B={024,68} 'y B-A={37}

A-B={xX/XxXEAAN~XEB)}={x/xEAAXEB}
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Complemento de un Conjunto.

(Qué conjunto representa la parte sombreada del diagrama?
({Como nombras ese conjunto?
A’

El conjunto formado con los elementos que les faltan a un conjunto A, para completar un conjunto U,
es el complemento de A y se expresa asi : A’, que representa la parte amarilla del gréfico.

Observa que son los elementos que estdn en U que no estdn en A, entonces

AN=U-A también tienes que: VA: ANA =¢ n AUA=U

Diferencia Simétrica de Conjuntos.
(COomo determinas los elementos que no son comunes a dos conjuntos A 'y B no disjuntos?
Este conjunto tiene los elementos que estdn en (A U B) que no estdn en (A N B), o sea, los elemen-

tos que estdn en la Union que no estdn en la interseccion y lo puedes expresar asi: A A By lolees :
“A diferencia simétrica B”.

AAB ={xXxEAUB AXxZANB)}={(A-B)UB-A)} =
={(ANB)YUBNA)} = {(AUB) N(A’UB)}
={(AUB)- (ANB)}
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Es el momento de practicar [0 aprendido

1. Sea: U = {x/x es una letra del alfabeto} A= {a, b, ¢, d, e, f, g, h} B={f, h, i, j, k, |, m}
C={b, d, f, kI, m, n, p}, determina por extension:

I. AN B 6. AANB 11. C - A 16. [A-C]'NB’
2.B- C 7. A’UC 12. AAUB-C) 17. BUC)-(AUC)
3.ANC 8. B'NC 13. BUANO) 18. [ANBJ'U[BNCY]
4.AUB 9. A’ U C 14. CN(A-B) 19. (AUA)Y NA

5. BUC 10. A- C 15. (ANB)UI[CT 20. [AUB]I'N[AUCT

2.85iA={a, b, c,d, e f, g h} y U= {x/x es una letra del alfabeto castellano}, determina el
valor de verdad de :

1. Ae2A 4. {e}CPA) 7. {{a}}C 2 10. _ {{b,c}} & P(A)
2. _ACPA) 5_ {a}€A 8 __ (ANA)DU 1. (ANA)C2
3. {AYEP(A) 6. {xyz}CA 9. A'D2A 12._ {abclE24

3.8i U= {x/x esun numero natural,donde 0<x<15},A={0,1,2,3,4,5,6,7}, B={1,3,5,7,9,11,13} y
C={0,2,4,5,6,7,8,10,12,14}). Derminapor extensionlositemsimparesypormediodiagramalos

pares..

1. AAB 5. (CUB)AA 9. AA(BACO 13. (A-B)A(A-C)

2. BAC 6. ANB)AC 10. AAC)NC 4. (AAC)NB-0)
3. CAA’ 7. (A-B)AC 1. BAAUC 15. (AUB)Y ABNC)
4. BAC) 8. (AAB)UC 12. BUMBACQC) 16. (A-B)Y U(B-A)

I.6 Técnica de Conteo.

Puedes ahora contar el nimero de elementos de un conjunto, el nimero de formas en que una deter-
minada situacidn ocurre, etc.

Si tienes un conjunto A = {2,4,6,8} y B = {1,3,5,7,9} y deseas juntar sus elementos en un sélo

* conjunto ;Cudntos elementos tiene el nuevo conjunto ? Pues, cuenta los elementos de A, que
te dardn IAl = 4, y los elementos de IBl= 5, menos los elementos comunes a ambos conjuntos
IA N Bl =0, entonces el nimero de elementos de los dos juntos es:

IAUBI =IAI+IBI-IANBI=4+5-0=9
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Puedes probar que: AU B ={1,2,3,4,5,6,7, 8, 9}, entonces el nimero de elementos es:
IAUBI=9

Si ahora tienes los conjuntos A = {a,b,c,d,e} y B ={b,c,f} y quieres hallar el nimero de elementos que
tiene : A U B, entonces debes encontrar el nimero de elementos de A, mds el nimero de elementos de
B, menos los elementos comunes entre Ay B.

Solucion : El numero de elementos de A es Al = 5, el numero de elementos de B es IBl = 3,
el numero de elementos comunes AN Bes|A NBl=2

IAUBI=IAI+IBI-IANBI=5+3-2 =6, que lo compruebas cuando hallas:
AU B ={a)b,c,d.e.f}, tiene 6 elementos. Pero ;Donde puedes aplicar esto en la vida
diaria?

Si tu curso tiene 32 alumnos y 24 liberan matematica y 28 liberan sociales y 3 no
liberan estas materias. ;Cudntos alumnos liberan las dos asignaturas?

Solucion: Como tres no liberaron ni matemadtica, ni sociales, entonces los que liberaron estas
asignaturas son : 32 - 3 =29.

Si A ={x/x es alumno que libero matemdtica} y B = {x/x es alumno que libero sociales}, entonces:
IA U BI=1Al+IBI - 1A N Bl pero recuerda que vas a encontrar ;Cudntos compafieros liberaron ambas
materias, o sea |A N B, pero IAl =24y IBI=28 ycomo: |ANB| =32-3=29es decir, los que

liberaron son todos los estudiantes menos los que no liberaron, puedes sustituir y obtener :

29=24+28-1AN Bl dedonde: IANBI=24+28-29=23
Lo que significa que 23 alumnos liberaron ambas materias.

(Cudntos liberaron Unicamente matemadtica? IAl-IANBI=24-23=1
y los que liberaron sociales unicamente fueron: IBI-IAN BI=28-23 =35

* Si tienes que encontrar el nimero de tres conjuntos, aplicas el mismo procedimien-
to:

IAUBUCI=IAU[BUC]I=IAI+IBUCI-IAN[BUCI]
Ya sabes que : IB U Cl=1IBl+ICl - IB N Cly por la propiedad distributiva tienes que :

IAN[BUCHI=I(ANB)UANOI=IANBI+IANCI-IANBNCI
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Sustituyendo por su igual obtienes :
IAUBUCI=IAI+IBI+ICI-ITANBI-IANCI-IBNCI+IANBNCI

Para determinar el nivel de popularidad de los programas de television se
seleccionaron tres programas A, B y C de horas diferentes para hacer un sondeo
en un maximo de 100 familias escogidas en diferentes puntos. Hubo 38 que ven
el programa A, 42 el B,24 el C; 12ven Ay B; 18 Ay Cy 15 ven B y C. ;Cuantas
personas ven los tres programas? ;Cudntas ven cada programa exclusivo?

Soluciéon: Como IAUBUCI=IAI+IBI+ICI-IANBI-IANCI-IBNI+IANBNCI
y IAI=38, IBI=42,ICI=24, IANBI=12, IANCI=18, IB N Cl =15, entonces:
100=38+42+24-12-18-15+IANBNCI
100=59+IAN B NCl dedonde AN B N Cl=100 -59 =41
son los que ven los tres programas.

Los que ven el programa A, son: |Al-IANBI-IANCI+IANBNCl=
=38-12-18+41=49

Los que ven el programa B, son: IBI-IANBI-IBNCI+IANBNCI =
=42-12-15+41=56

Los que ven el programa C, son: ICI-IANCI-IBNCI+IANBNCl=
=24-18-15+41=32
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1. Realiza una encuesta en tu curso y cuenta:

los compafieros que estdn liberando matemadtica, los
que liberan espafol y los que liberan naturales, los
que liberan matemdtica y espafiol, los que liberan
matemadtica y naturales y los que liberan espafol y
naturales, entonces determina ;Cudntos liberan las
tres materias ? ;Cudntos liberan una sola de estas ?
[Sugerencia: Ten en cuenta que si un alumno libera
dos materias debes contarla por materia]

En una agencia de vehiculos las preferencias se detallan
asi: 40 prefieren carros de 4 puertas, 30 optan por vehi-
culos de 2 puertas y 100 eligen guaguas de 16 pasajeros;
dentro de los cuales, 15 elegirian carros de 4 puertas o
de 2 puertas, 20 no tienen inconvenientes en que sea de
4 puertas o guaguas, 10 optan por carros de 2 puertas o
guaguas y 5 podrian elegir cualquiera de los tres. ;Con
cudntas personas la agencia hizo este sondeo?

I.7 Codificacion.
(Qué es la criptografia?

Si vas de tienda puedes notar que en la etiqueta donde aparece el precio de venta, aparecen ademads
unas letras. Estas letras son claves o cddigos que utiliza el comerciante para conocer el costo de la
mercancia que te vende.

Hay maletines que utilizan cédigos. ;Como codificarias?

Si quieres sustituir los nimeros por letras puedes establecer ciertas reglas, a los nimeros 0, 1, 2, 3, 4,
5,6,7,8,9, les hace corresponder una letra a, b, ¢, d, e, f, g, h, i, j entonces puedes escribir el nime-
ro 8340 como idea.

Si {0,1,2,3,4,5,6,7,89} ={a,b,c,d,ef,g,h,i,j} = {klmn,i,o,p,q,rs} entonces codifica :
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En los negocios a veces usan la palabra Murciélago que abarca todos los digitos del 0 al 9, acompaiia-
do a veces de otra letra, por ejemplo n, que indique la repeticion del digito anterior.

Murciélago Murciélago
0123456789 9876543210
Codifica: 850.00 = 850.00 =
Maria = Maria =
659156 = 340n43 =

( Como decodificas? Pues, negando con cualquier indicacidn la validez de la codificacién establecida,
puedes usar ~ que significa no.

Puedes crear tu propio sistema de codificacion, cada quien lo utiliza para proteger sus intereses.
(Donde utilizan cédigos?

El Cédigo de la Tarjeta de Crédito es un sistema de signos y reglas que te permite formular y com-
prender un mensaje.

Si tienes una computadora puedes usar un nombre o nime-
ro clave que te permita tinicamente a ti penetrar a determi-
nados programas.

Los supermercados y farmacias utilizan maquinas
registradoras codificadas.

Puedes usar un cédigo para abrir la puerta de tu
cuarto, o para tocar en tu casa, o para decirle a un
amigo que el mensaje es correcto.
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Los CédigOS de Barras. Dibujo normalizado  Dibujo central  Dibujo normalizade

de separacién de separacidn de separacion
| D bujo que | Lribugo que

representa los representa los
se1z digitos seis digitos

de Ta izquierda de la derecha

Has observado en los supermercados cuando vas de
compra que pasan los productos por un lector Opti-
co. Este lector identifica unas barras que traen impre-
sas las mercancias, estos son Cédigos de Barras, que
sirven para identificar una gama de productos. Este
complejo sistema de codificacion que representa nu-
meros de 13 digitos, relaciona los dibujos de lineas ~570123457678900" i,
Digito adicional indicado ERE AR

oscuras y claras con el nimero que representan y con por el dibujo de 1a parte
K jzquisrda del simbole
un producto determinado.

Es el momento de practicar [0 aprendido

Invéntate un sistema de codificacion con Hipdcrates sustituye por la numeracién del 0 al 9 y del 9 al O,
al escribir centavos, sepdralos con un apdstrofe de las demds letras, o con la marca que desees. Utiliza
una letra que indique la forma de repeticién de nimeros.

Numero | Cddigo Decodificacion Numero Codigo Decodificacion
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| AUTOEVALUACION |

Repasa lo aprendido:

Selecciona la respuesta correcta.

1. Una coleccion de objetos bien definida, la consideras como:
a) grupo b) reunién ¢) conjunto

[\

. Un conjunto queda expresado cuando sus elementos aparecen entre:
a) corchetes b) llaves ) paréntesis.

W

. Puedes expresar un conjunto por:
a) extension b) comprension c) ay b son correctas

4. Cuando un elemento pertenece a un conjunto se usa el signo
a) € b) A c) €

o)

. Los conjuntos los representas por letras del alfabeto en:
a) mindscula b) maytscula ¢) ambas son correctas

(o)

. Para referirte a elementos utilizas letras del alfabeto en:
a) mindscula b) maytscula ¢) ambas son correctas

~

. Los conjuntos que no representan coleccion los clasificas como:
a) unitario b) vacio ¢) ambas son correctas

8. Cuando los elementos de un conjunto pertenecen a otro conjunto, dices que el:
a) primero pertenece al segundo b) primero es parcial al segundo.

¢) segundo contiene al primero. d) b y ¢ son correctas.

9. Cuando A C B A B C A entonces dices que Ay B son:
a) iguales b) idéntico ¢) del mismo tamafo

10. Las propiedades que se cumplen en la igualdad son:
a) reflexiva b) simétrica ¢) transitiva d) todas son correctas

11. El conjunto que tiene un nimero definido de elementos, es:
a) infinito b) finito ¢) comparable
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

Un conjunto puedes representarlo por:
a) un poligono b) figura geométrica plana  c) diagramas d) todas V

Cuando dos conjuntos no tienen elementos comunes se llaman:
a) disconexos b) disjuntos c)aanb=V d)iguales

El conjunto que formas con los elementos comunes a dos o mds conjuntos, es:
a) disconexo b) disjunto ¢) finito d) interseccion

Si tienes un conjunto con los elementos necesarios para hacer un estudio, entonces es:
a) parcial b) general ¢) Universal d) particular

Si tu mochila tiene varios conjuntos, entonces la mochila es:
a) clase de conjuntos b) familia de conjuntos
¢) conjunto de conjuntos d) todos son correctos

Si aparece un conjunto que tiene todos los elementos que les faltan a otro para ser Universo, en-
tonces ese conjunto es el:
a) Universo b) potencia ¢) complemento d) vacio

El conjunto que tiene todos los elementos de A y todos los elementos de B, lo expresas:
a)A A B b) AN B c)AU B dAvB

El conjunto cuyos elementos son todos los elementos que estdn en la Union de dos conjuntos que
no estan en la interseccion, forma su:
a) diferencia b) interseccion ¢) diferencia simétrica d) conteo

En la técnica de contar los elementos de los conjuntos, debes tener en cuenta la propiedad:
a) conmutativa b) distributiva ¢) asociativa d)bad=V

Si A = {x/x es un poder del Estado}, entonces el Poder Ejecutivo es:
a) parcial de A b) igual de A ¢) elemento de A danc=V

Dominicana y Haiti forman dos conjuntos:
a) iguales b) disjuntos ¢) comparables d) simétricos

El comercio organizado utiliza cajas registradoras programadas, con los precios representados
por:
a) claves b) cédigos ¢) nimeros y letras  d) siglas

La codificacion puedes hacerla:
a) alfabética b) numérica ¢) alfanumérica d) todas V

TEORIA DE CONJUNTOS 49 CURSO DE NIVELACION




MATEMATICA MESCyT

25. Coloca en las columnas de la derecha el nimero que corresponda al concepto de la columna de
la izquierda

Termino/concepto Descripcion verbal Expresion matematica
1°  Conjunto componentes de un conjunto U= {x/x es una letra del alfababeto}
2° Es concepto primitivo caracteristica de componentes Vx: X es una vocal
3° Elementos una parte de un conjunto aeVx; m&Vx,heu
4°  Conjunto por com- con los mismos elementos AxeU:Vx
prension
5° Conjuntos iguales una coleccion V, ={a, b, c}={c, b, a}
6° Subconjunto abarca todos los elementos Vx={a, e, i, 0, u}
7° Cuantificador univer- conjunto sin elementos ¢ #0 # {0}
sal
8° Paﬂgnma; T [PEOE cita todos los elementos RS 2
nencia
9°  Cuantificador existen- que esta incluido en un conjunto Vx={x/x es una vocal}
cial
10° Conj. vacio/ diferen- valido para la totalidad ACB; VX[x EA — x € B
cias
11° Conjunto por exten- Existe algun valido en U. A={a, e, i, 0, U}
sion
12° Card (A) lo comun entre dos conjuntos ANB={x/xEAAXEB}
13° Union de conjuntos Un nuevo conjunto formado por C U V={conson}U {vocales} = {le-
dos 0 mas conjuntos tras del alfabeto}
_ . lo que le falta a A para completar A =U-A;AUA=U
14° Diferencia simétrica U VA:A NA=paA U A=U
15° Diferencia de conjun- sefialar elementos que estan en A-B={x/x e AA~(x EB)} = {x/x €A
tos un conjunto pero no en el otro A X EB.
16° complemento El numero de elementos propios AAB = {x/x € (AU B) aAx (A N B)}=
de un conjunto {(A-B)U (B-A)} =
_ {ANB)U BNA)}
17° tecnica de conteo Determinar el nimero de ele- [AUB| =|A| +|B|-|ANB| =4+
mentos de un conjunto, o el nu- 5-0=9. para
mero de formas en que ocurren A={2,4,6,8}y B={1,3,5,7,9}
en una situacion,
18° interseccion de con- los elementos que no son comu- Vx/x vocales, Card=5
: nes a dos conjuntos A y B, no
juntos o
disjuntos
19° codificar, codigo de C’rear un conjunto de letras y/o A={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}={letras del
barras ndmeros asociados por una re- alfabeto
gla, utilizada para identificar ele- Por el camino de la realidad
mentos y que esta limitado su 658 41 202835 34 10 84018303
acceso por un codigo.
' - VA:AU¢$=A
20° prop|edades de con | EariEE UAD: A¢U BB UA
ljnites 9-1 Modulativa o AVB= )
9-2 Distributiva VABC: AN(BUC)=(ANB)U
(BN C)
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26. Debajo de cada Diagrama coloca la operacidn que indica lo sombreado y escribe la forma mate-

matica de indicarlo.

g

Caracteres normales

dim
ﬂ

27. En la columna de la derecha coloca el nimero que corresponde a la expresion de la columna de

la izquierda.

I- ANB

2- AUB

3-A-B
4-AUB-C)
5-AUBNC)
6.-AAB
7-(ANB)U[BNC]
8-A-(BUC)

9-BUC)-(AUC)
10.-[AUB]IN[AUC]

TEORIA DE CONJUNTOS

La interseccion de la unién del conjunto A con el conjunto B,
con la unién A con el conjunto C.

Diferencia simétrica entre Ay B.

El conjunto A menos la uniéon de B y C.

Restar la unién de A con C de la unién de B con C.

La suma de A con la interseccién de B y C.

La interseccion entre Ay B.

Sumar la interseccién de Ay B con la interseccién de By C
La suma de A con B.

Restar la unién de B con C de A.
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29. Coloca en el cuadrito el nimero que corresponda a lo que indica cada expresion del punto ante-
rior.

apy of X
ot ol
GO A ¢

30. Para los conjuntos A y B, indica las condiciones necesarias para que cada una de las expresiones
siguientes sea verdadera.

1.- ANB=yY 2-BNJ=B 3-ANTG=0
4- ANA' =0 5-BNB=YJ 6.- ANB=A
7T-AUA=A 8- AUUJ=0 9- BUB=UJ
10- BUJ =B 11.- AUA=U 12.- A=A-B
13- A=B-A 14- B=B-J 15.- A= -A
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1° Objetivos especificos.

En esta segunda unidad del “Curso universitario de nivelacion” que lleva el titulo “conjuntos numéri-
cos” se busca desarrollar uno de los dos niveles mds caracteristicos del funcionamiento intelectual del
ser humano actual, es decir, el nivel, evolutivamente hablando, mds avanzado del pensamiento huma-
no, como es la capacidad de tomar conciencia de los procesos mentales. Lo que implicar diferenciar
y automatizar los pasos que los alumnos deben dar para: solucionar planteamientos matematicos,
explicarlos a los demds, sistematizarlos en una secuencia, comparar entre si las secuencias del resto de
compaifieros del grupo, obtener una generalizacion de estos procesos mentales y desarrollar su aplica-
cion a otros casos de la vida practica.

La ejecucion de esta clase de ejercicios implica alcanzar el vértice mds alto de la inteligencia humana,
para cuya ejecucion es necesario activar el funcionamiento de un conjunto de dreas cerebrales, que los
autores las localizan en la zona de los 16bulos frontales.

Este tipo de procesos mentales puede ser desarrollado con varios grados de dificultad, al utilizar conte-
nidos: aritméticos, verbales, como los problemas; quebrados como proporciones, graficos o figuras.

2° Sistematizacion de los pasos a seguir en los ejercicios de esta unidad:

1° EI grupo total de la clase se debe dividir en pequefios grupos de 6 a 8 alumnos, a los que se les
indicard que resuelvan uno de los ejercicios de las secciones del libro tituladas: “Es el momento de
practicar lo aprendido”

2° Cada alumno intenta resolver el ejercicio por si mismo.

3° Una vez lo hayan resuelto, se les indica que intenten hacer un introspeccion sobre la actividad
mental que han realizado, y que escriban en un papel los pasos secuenciados que han dado para
resolver el ejercicio.

4° Después cada uno de los alumnos dentro de su grupo dard el listado de pasos que cree que ha dado

para resolverlo. Es importante que los alumnos puedan apreciar que existen diversos caminos o so-
luciones para resolver el ejercicio. Todos son buenos si se resuelve bien lo que pide el ejercicio.
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5° Posteriormente el grupo intentard sistematizar en una secuencia légica y sucesiva los pasos que se
pueden dar para resolver el ejercicio.

6° Un alumno de cada grupo indicard al total de la clase la sistematizacion que han logrado construir
en cada grupo.

7° Luego toda la clase hard el intento para definir la clase de actividad mental que se ha hecho para
resolver este ejercicio, y darle un nombre.

8° Finalmente, se intentard buscar aplicaciones posibles de esta metodologia y conclusiones a otras
situaciones de la vida.

3° Pasos para resolver problemas matematicos verbales
Para resolver problemas matematico-verbales se recomienda dar los siguientes pasos:

a. Seinicia el ejercicio leyendo el texto del problema, y fijdndose en las palabras claves: paquetes que
tengan el mismo nimero de monedas,

b. Relacionar el problema con la informacién de los sub-temas que se tienen de la unidad II, que en
este caso, el ejercicio de la pag. 34 corresponde a divisibilidad (MCD y MCM).

13

Tomar la decision adecuada sobre una de las opciones propuestas (MCD y MCM), expresando
razones a favor de la decision tomada.

o

. Identificar los elementos matemadticos pertinentes.

o

Resolver el problema matemadticamente de acuerdo a la decision tomada.

f.- Una vez resuelto el problema, se invita a los alumnos a reflexionar haciendo una introspeccion de
la actividad mental que han realizado, y a escribir en un papel los pasos secuenciados que se han
dado para resolver el ejercicio.

g.- Después, cada uno de los alumnos del grupo presentard el listado de pasos que cree que ha dado
para resolverlo. Es importante que los alumnos puedan apreciar que existen diversos caminos o

soluciones para resolver el ejercicio y que todos son buenos si se resuelve bien.

h.- Luego, el grupo intentard sistematizar en una secuencia logica o temporal los pasos que se pueden
dar para hacer el ejercicio.

i.- Un alumno de cada grupo presentard al total de la clase la sistematizacion que han logrado cons-
truir en cada grupo.
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j-- Luego toda la clase hard un intento para definir la clase de actividad mental que se ha hecho para
resolver este ejercicio, y le dardn un nombre.

k.- Finalmente, se intentard buscar posibles aplicaciones de la metodologia y conclusiones a otras
situaciones de la vida.

Todos los pasos referenciados anteriormente se encaminan a obtener una percepcion clara y cons-
ciente de si mismo. Se estd, pues, en el vértice mds alto de la inteligencia humana. El trabajo reali-
zado en esta unidad pone en funcionamiento todas las dreas cerebrales.
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II.1 Los Numeros.

:L-

i
o

(Cudntos dedos tienes en las dos manos?

i B
h—1

(Cuadntas teclas tiene el teclado?

(Cudntos peldafios tiene la escalera?

Como puedes apreciar, el nimero es una idea, que siempre va asociada a un objeto o elemento.

Estas ideas se representan por figuras o graficos que se llaman numerales. Diez dedos de las manos se
representa por 10 en el sistema ardbigo, pero en el sistema romano se representa por X.

II.2 Conjunto de los Numeros Reales.

Los conjuntos numéricos son:

NATURALES
ENTEROS
NEGATIVOS RACIONALES

FRACCIONARIOS REALES

IRRACIONALES
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II.2.1 Numeros enteros.

El conjunto de los nimeros naturales nace con el ser humano,

por tanto, es producto de la naturaleza. Pero este conjunto se 0EN
define mejor por sus propiedades que indican:
que el O es el primero de los nimeros naturales y no tiene prec- six €N x+1N

edente; para todo nimero natural siempre habra otro que es si-
guiente a este; el conjuntos de los nimeros naturales es infinito.

Las operaciones matematicas son:

DIRECTAS INDIRECTAS
SUMA RESTA
MULTIPLICACION DIVISION
RADICACION
POTENCIACION
LOGARITMACION

La primera operacion matemadtica es la suma, y por tanto, es una operacion natural, porque siempre
que los sumandos son naturales el resultado, llamado suma o total, es un nimero natural. Esto pasa
también con la multiplicacién y con la potenciacion.

Los componentes de la suma son: sumando + sumando = suma o total.

La operativa del hombre hace que surjan los diferentes
conjuntos numéricos. Por ejemplo, con los numeros na-
turales se pueden realizar todas las operaciones, pero no
siempre se obtiene un nimero natural. Al restar el nu-
mero natural 12 de otro nimero natural, 5, no se obtiene
un numero natural, por tanto, la resta permite ampliar
este conjunto numérico, y asi nace el conjunto de los nu-
meros negativos:

5-12

1
1
~

minuendo — sustraendo = resta

Con los numeros negativos nacen las cantidades que estan formadas por cantidadeds positivas o can-
tidades negativas:

Las cantidades positivas indican pertenencias, todo lo que a ti te pertenece es una cantidad o cosa
positiva, ahora bien, todo lo que tienes, pero que no te pertenece, es una cantidad o cosa negativa.
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La unién entre el /conjuntO de lps nimeros natura.lles y el NATURALES
conjunto de los nimeros negativos forma el conjunto de
los nimeros enteros. ENTEROS
. . . NEGATIVOS
El conjunto de los nimeros enteros se grafica asi:
< f
7 -6 -5 4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7
- - -
- Negativos Naturales +

Para operar con los nimeros enteros hay que tener en cuenta que los signos que separan un nimero de
otro son los signos: positivo (+) o negativo (-).

Conjuntos de niimeros:

Numeros naturales N=4{1,2,3,4, ...}

Numeros enteros no negativos Z+ = {0, 1,2, 3,4, ...}
Numeros enteros no positivos Z- = {0, -1, -2, -3, -4, ...}
Numeros enteros Z={...-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4, ...}

La suma de los n primeros nimeros naturales impares equivale a n al cuadrado:

1+3+5+7+9 +11..+2n-1)=n? Del mismo modo:

La suma de los n primeros nimeros naturales es igual a:

142+3+5+6+7+...+n=n2(n+1)
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9.

Es el momento de practicar [0 aprendido

Un chofer alquila una guagua a razén de RD$3,500.00 diarios; gasta RD$800.00 de gasoil,
y un dia monta 560 pasajeros a razén de RD$15.00 cada uno. Paga RD$850.00 al ayudante.
(Cudnto se gand ese dia?

Un nifio tiene 10 pesos en monedas de 25 centavos ;Cudntas monedas tiene?

Si por cada dolar pagas 34 pesos. ;Cudntos ddlares te cuesta una nevera de 15,800 pesos?
Indica la relacién que existe entre los nimeros: 6712, 671.2, 67.12, 67120, 671200.

Encuentra el valor de un sombrero que se vendié en $150.00 perdiendo $40.00.

En un estadio dos personas, Ay B, aplauden. A da palmadas cada 4 segundos y B las da cada 5
segundos ;Cudntos segundos pasan para que coincidan las palmadas de Ay B?

Emilia quiere comprar bombillos de bajo consumo y dispone de RD$550.00, si cada bombillo
cuesta $48.00 ;Puede gastar todo el dinero en bombillos sin tener sobrantes?

Guillermo y Weedys estdn en el sétano de un edificio y suben 7 pisos ;En que piso se encuen-
tran ahora?

Cudntos afios durd Pitdgoras si nacié en el 279 a. C. y muri6 en el 500 a. C.?

10. En el Metro de Santo Domingo puedes hacer el recorrido completo por $30.00, si antes gas-

tabas 6 pasajes de $20.00 cada uno, para hacer el recorrido completo. ;Cudnto te ahorras por
pasaje?

11. Completa los cuadritos siguientes...
I, 346-9+(-7)-(8)+3(-5)-12= [ ]
2. -12+3x5-8.2+24x5_ 6+45= [ ]
3. (-5-3)(-4+8)-6(9-3)2-5(6+2)3 = [ ]
4. 3[9-5]+5{23-9}2-8[4-9] +4(7 +2)= [ ]
5. [4x5%x6]3-[8x7x40]5+[7+12-3]4= L |
6. (5)(2)(3)52+13)(8)(5)(2:,4—8)(7)(3512=D
7. 1553 5095518, 6-6x0xT , 1= [ ]
8. 3{4(5-5)+5(62)-7(8-3)+3(23-18)2y= L |
9. 8+ |- 9=16 [ ]
10. | - 14 + 32 =
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1. 9x| |+ 8 =53

12, 152 | = 75

13. 18-32+21 = |-6

4. [ ]-12+43-29 = [+ 14

15. 12+ |- (9=15

16. Encuentra la suma de los 15 primeros numeros impares.

17. Encuentra la suma de los primeros 200 nimeros.

18. Silasuma S =n/2(n +1), sin =899 ;Cudl es el valor de S.

19. Si para cualquier numero natural n se cumple que:
1+2+3+4+5+6+7+...n)> =1+ 23+3% +4°+53 +...+n’ encuentra el cuadrado de
la suma de los 5 primeros nimeros naturales.

20. Aplicando la férmula anterior busca la suma de los cuadrados de los 10 primeros numeros
naturales.

José le dice a Manuel, nos ganamos $10.00,
dividelo de forma que te toque un peso mds
que a mi ;Cudnto le tocé a cada uno?

José + Manuel = $10.00, pero Manuel tiene
lo que le toca a Jos€ mds un peso, entonces
J+M=10

J+J+1=10.00, entonces

José tiene 5% y Manuel tiene 42

II.2.1.1 Teoria de los numeros.

Divisibilidad.

El nimero natural a es divisible entre el nimero natural b si existe un natural k tal que a = kb.
Informalmente diremos que un nimero divide a otro si el primero entre el segundo da un resto cero.

Asi, por ejemplo, 3 divide a 12. Decimos que 3 es factor o divisor de 12 y que 12 es um muiltiplo de
3.

Numero Primo

Un ndmero natural mayor que 1, que solo tiene al 1 y a el mismo como divisor, se llama primo. Si el
nimero natural no es primo se le llama compuesto.

Los divisores de 12 son 1, 2, 3,4, 6 y 12; por tanto no es primo.
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Los divisores de 17 son 1 y 17 por tanto 17 es primo.
Todo nimero natural se puesde expresar como el producto de sus factores primos, de manera unica.
Ejemplo:

1. Los factores primos de 12 son 2 x 2 x 3 =2 2 x 3 y la factorizacién prima de 504 es
2x2x2x3x3x70sea 2°x3%x7,lo que significa que 504 =23x 32x 7

Maximo Comun Divisor o Maximo Factor Comun (MCD)

El Maximo Comtin Divisor de un conjunto de nimeros naturales es el nimero natural mds grande que
es factor de todos los nimeros del conjunto.

Para determinar el Mdximo Comun Divisor de un conjunto de nimeros debes:
1. Escribir la factorizacion prima de cada nimero, luego seleccionar los factores comunes a todas

las factorizaciones, y entonces elegir solamente cada factor primo con su exponente mas peque-
no. Luego el producto de estos factores comunes es el MCD.

Ejemplo:

El MCD de (360, 2700) es 180, porque 360=2x2x2x3x3x5 =23x3%x5
y2700=2x2x3x3x3x5x5 =22x3%x 5, entonces se
eligen los factores comunes 2, 3 y 5 con sus menores exponentes, o sea: 2> x 3> x 5= 180.

Minimo Comun Multiplo (MCM)

El Minimo Comun Miiltiplo (MCM) de un grupo de nimeros naturales es el nimero natural mds pe-
queiio que es multiplo de todos los nimeros del grupo.

Los multiplos de 2 son: 2, 4, 6, 8, 10, 12, ... y los multiplos de 6 son: 6, 12, 18, 24, 30,... entonces los
multiplos comunes son: 6, 12, ...., como el menor multiplo comtn es 6, entonces el minimo comun
multiplode 2y 6 es 6.

Si deseas determinar el minimo comun multiplo de varios nimeros, tienes que tener encuenta:

1. Escribir los factores primos de cada nimero, luego seleccionar los factores primos comunes y

no comunes de dichos factores con su mayor exponente, entonces se forma el producto de estos
factores y éste es el Minimo Comun Miuiltiplo.
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Ejemplo:

El MCM de (35, 280, 300) es 37,800, porque : 135=3x3x3x5 =33x5
280=2x2x2x5x7=2x5%x7
300=2x2x3x5x5=2*x3x5

Ahora se eligen todos los factores, pero los que

son comunes se consideran con su mayor exponente, asi: 2% x 3*x 52 x 7 = 37,800.

Es el momento de practicar [o aprendido

1. Determina la factorizacion prima de cada numero.

a.-210 b. 182 c. 2,310 d. 1,155
e. 1,500 f. 2,000 g. 13 h. 240
i. 300 j- 360 k.663 1. 885

2. Halla todos los factores o divisores de los siguientes numeros.

a.93 b. 35 c. 91 d. 52
e. 100 f. 441 g. 726 h. 1,690
i. 36 j-48 k. 220 1. 284

3. Determina el maximo comun divisor de cada conjunto de niumero.
a. 70y 120 b. 180y 300 c. 480y 1800  d. 252,308y 504
e. 60y84 f. 310y 460 g 12,18y 30 h. 450, 1500 y 432
i. 210y 560 j- 180,210 y 630.

4. Halla el minimo comun multiplo de cada grupo de numeros.
a. 24y30 b. 12y32 c. 56 y96 d. 28y 70
e. 24y32 f. 30,40y 70 g.24,36y48 h.48,54y 60
i. 16,120y 216 j. 210,300y 720

@

Ariel y Junior trabajan como guardias de seguridad de un banco; Ariel tiene descanso
cada seisnoches y Junior descansa cada diez. Si los dos descansaron el primero de Mayo
¢ Cual sera la proxima noche en que ambos descansos coincidiran?

S

Rosmery tiene 240 monedas de un peso y 288 monedas de a 5 pesos. Quiere formar paque-
tes que obtengan el mismo numero de monedas de una misma denominacion.;Cudl es el
numero mds grande de monedas que puede colocar en cada paquete?
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7. Miguel vendio algunas mascotas a 24 pesos cada una y obtuvo dinero para ir a un centro de
Internet que cuesta 50 pesos la hora, si gasto todo su dinero. ;Cudl es el numero minimo de
mascotas que pudo haber vendido?

8. Un carpintero tiene tablas de diferentes tamarios. Algunas son de 60 pulgadas de largo y otras

son de 72. El quiere cortarlas para obtener piezas de igual tamaiio. Cudl es la longitud mayor
de las piezas que puede cortar sin desperdiciar ningun pedazo?

I1.2.2 Numeros Racionales.

Cuando divides un entero entre otro entero puedes 12+4=3
obtener un entero. Por ejemplo. 12 entre 4 es igual a 3, 42+7=-6 A 35+-5=-7
- 42 entre 7 = -6, 35 entre -5 es igual a -7, -39 entre -3 -39 +-3=+13

es igual a + 13, pero no siempre es asi.

Ejemplo:
Grisel desea repartir $3.00 entre 4 empleados

3.00 + 4 =0.75 centavos. Este es un nimero fraccionario, que puede
expresarse asi: %, este nimero tiene un significado y un nombre (que-
brado, porque estd partido por una raya), y se lee 3 de 4, lo que indica
que el 3 es la cantidad que numera y 4 es la cantidad que denomina,
por esto el 3 es el numerador y el 4 es el denominador.

Cuando los 75 centavos se expresan asi: 0.75 recibe el nombre de deci-
mal.

Significa que los nimeros fraccionarios estdn formados por quebrados y decimales.

Los ndmeros fraccionarios se clasifican en:

PROPIOS
QUEBRADOS
IMPROPIOS
FRACCIONARIOS
EXACTOS
DECIMALES PUROS
PERIODICOS

MIXTOS
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La unidn de los numeros enteros con los Numeros frac-
cionarios, forma el conjunto de los Numeros racionales.
ENTEROS
. RACIONALES
Si deseas expresar la tres cuartas partes de un peso como FRACCIONARIOS
decimal, divides 3 entre 4, asi:

3 entre 4 no cabe, escribo 0., y agrego 0, entonces 30
entre 4 es igual a7, 7 por 4 30 menos 28 =2, agrego Oy 3 L

digo 20 entre 4 =5, 5 por 4 veinte, 20 -20 =0 gg 0.75

20

Del mismo modo 0.75 = 3, si deseas expresar 0.75 como o
0 significa que % =0.75

quebrado, solo tienes que colocar el 75 como numerador
y como denominador la unidad seguida de tantos ceros
como cifras tenga el numerador, asi:

0.75 = 75/100
= 75/100 = 15/20 = %

Entonces, como el numerador termina en 5 y el denominador termina en cero, ambos pueden dividir-
se entre 5, entonces 75 entre 5 = 15 y 100 entre 5 = 20, luego 15 entre 5 es igual a 3 y 20 entre 5 igual
4, es decir 0.75 = 3.

Para convertir decimales en quebrados debes saber que los nimeros que terminan en cero y nimero
par pueden dividirse entre dos, y los nimeros que al sumar sus cifras dan como resultado un nimero
que puede dividirse por 3, entonces ese nimero se puede dividir por tres.

Proporcionalidad.
(Qué significa comparar?

Si comparas los tamafios de los escritorios que indica
la figura, significa que tiene que buscar una razon de
proporcionalidad entre ellos.

Del mismo modo, si deseas comparar la longitud a con la
longitud b, que son medidas de una misma especie, y la
tomas con una misma unidad, entonces tienes que hallar
el cociente [a/b] de estas dos medidas, esto significa que
has encontrado su razon.
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Razon de dos segmentos es el cociente de sus medidas tomadas con una misma unidad.

Sia=5myb=2mentonces a/b=5/2, perosia=>5m a = 5Sm = 25

y b =2cms, entonces, es preciso que las medidas tengan b 2m
la misma unidad de medida.

Uno de los conceptos matematicos usados con mds frecuencia en la vida diaria, es el de razén. Por
ejemplo: el promedio de bateo de un pelotero, el interés de un préstamo bancario, la relacion entre
hembras y varones de un aula, etc.

Una razon es el cociente de dos cantidades, la razon entre la cantidad a y la cantidad b, se escribe de
la siguiente manera: alb 0 a:b

Si se usa la razén para comparar unidades de medida, las unidades deben ser las mismas..
Ejemplos:
Si un bateador dio 75 hits en 300 turnos al bate, la razén de su promedio es de 75 entre 300.

Una semana tiene 7 dias y un mes tiene 30 dias, entonces la razon semana a mes, es 7/30 o lo que es
lo mismo 7 : 30, que se lee “7 es a 30”.

En una razon a/b, el numerador es el antecedente y el denominador b, es el consecuente.
La razon b/a, es inversa a la razon a/b.
Una proporcion es un enunciado que afirma que dos razones son iguales.

Dos magnitudes cualesquiera son proporcionales, cuando la razén de dos cantidades de una de ellas es
igual a la razén de las cantidades correspondientes de la otra.

Por ejemplo, 2/3=12/18 oloque eslomismo 2:3::12: 18, que significa que la razon 2/3 es igual
alarazon 12/18.

En la proporcion a/b =c/d,oa:b=c:d,los términos de la proporcién son: a, b, c y d, donde a 'y
d estdn en los extremos y, b y ¢ estdn en el medio.

Si se tiene las magnitudes: a, b, ¢ y d se dice que son proporcionales, entonces: a/b =c/d que también
se expresa asi: a:b::c:dyasi:a:b=c:d.
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Principio fundamental de las Proporciones:

“En toda proporcion el producto de los medios es igual al producto de los extremos”

Estoes, a/b =c/d, siy solo siad =bc. a/b=c/d=k =ad = bc,

Propiedades de proporcionalidad.

1.  En una proporcién de cantidades homogéneas, la suma o diferencia de los antecedentes es a la
suma o diferencia de los consecuentes, como cada antecedente es a su consecuente.

Si a/b = c/d, entonces: at+c _a-c _a _c¢c
b+d b-d b d
2. En toda proporcion de cantidades homogéneas, la suma o diferencia de dos términos de la pri-

mera razon, es al antecedente o consecuente, como la suma o diferencia de los dos términos de
la segunda razon es a su antecedente o consecuente.

b C

H+
o

Si a/b = c¢/d, entonces: a

+
a

a+b c
b

e+ |6
o

Ejemplos:
1. Si la suma de los segmentos a y b es 24 y su razén es 2/3, determina los segmentos:

Solucion:

Comoa/b=2/3ya+ b="24,entonces: a+b = 2+ 3 sustituyendo por su igual, se tiene:
a 2

24/a = 6/2,de donde a =24 (2)+6 =48 + 6 =8, para hallar b, se tiene:
b=24-a=18-8=10

2. Determina los segmentos cuya diferencia es 5, y su razén es 4/5.

Solucién:
Como a/b=4/3ya- b =35, entonces: a-b _ 4-3 de donde
b 3
5bb = 1/3
b = 53)+1=15
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ahora puedes determinar el segmento, como a — b = 5 entonces:
a=5+b=3+15=18

Es el momento de practicar [o aprendido

1. Escribe cada razon en términos simplificados:

a.- 25a40 b.- 16 a 48 c- 18 Kma72 Km
d.- 300 personas a 250 personas e.- Pulgada a pie f.- Dolar a peso
g.- Peso a euro h.- Dia a hora. i.- Mes a afio

j-- Onza a libra

2. Determina la razon de cada uno de los segmentos siguientes:

a. Si a=15cms y b =3cms, entonces a/b=

b. Si ¢=12.6 dms y d=3.2cms, entonces c/d =

c. m/n= y n/ms= ,sim =5msyn= 2/3 cms.
d. Sip=1.7cmsy q=3.4cms, entonces q/p = yp+q=
e. r/s= ,sir=6.25kmsy s =1.25ms.

Cuarta, Tercera y Media Proporcional

Sacas la cuarta figura.
La cuarta proporcional de los segmentos a, b, y ¢ es un
segmento x, que cumple con la condicién: a:b::c: x.

Como el producto de los medios es igual al producto de
los extremos, entonces:

Si conoces los segmentos a y b, y formas la proporcién: a : b : : b : x, entonces x es una tercera
proporcional, de donde:

Con las magnitudes a y b puedes formar la proporcién a :x:: X : b, entonces x aparece en el medio
de a y b, por tanto tienes una media proporcional, de donde,
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Ejemplos:
1. Calcula la cuarta proporcional de: 6,5y 12.
Solucion:
Como a:b=c:x,dedonde x=bc/a, sustituyendo a, b y c por suigual, 8,3y 12,
obtienes:
x=5(12)+6=60+6=10
2. Silos segmentos a = 3,y b = 12, determinas su tercera proporcional.

Solucion:

Como a :b:b:x,entonces x =b%a, sustituyendo a y b por su igual obtienes:
x=(12?+3=144 +3 =48

3. Calcula m, sabiendo que m es la media proporcional de los segmentos: n = 49cms y
p = 25cms.

Solucion:

Si a:x=x:b,dedonde x = \/E entonces:
Xx=m=vnp =v49 cms x 25 cms =v1225cms? = 35 cms

4. Encuentra el valor de A en cada caso:
1.- 3/A=15/25 2-8:5=12:A
Soluciones:
1.- Como el producto de los medios es igual al producto de los extremos, se tiene:

3x25=Ax15dedonde 75 = 15A por lo que A=75/15

A=5
2.- Del mismomodo 8 x A=15x 12 por lo que 8A = 60 por lo tanto
A =60/8
A=1512=175
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Es el momento de practicar [0 aprendido

1. Siun punto p divide el segmento AB de 48 cms., en la razon 2/3, determina APy BP.
2. Determina los segmentos MPy PN, si MN = 80 cms, y p lo divide en la razon 4 : 5.
3. Siun segmento AB = 14 cms, es 3/2 de CD, determina la razon AB : CD.

4. Completa el cuadro con la cuarta, tercera de ay b, y media proporcionaldeay c.:
a b C Cuarta x Terceraayb Mediaay c
4cms Scms 6cms
Scms 8cms 1.25 cms
2.5m 1.5m 5 cms
X+2 X+ 1 X+3
25cms Scms x-1

5. El cociente indicado de dos cantidades forma una
La igualdad de dos razones forma una

S

7. Enla proporcion a : b=c : x, x es una

a. Sia:b::b: x,entonces x es una

b. Perosia:x=x:Db,estoindica que x es una
8. Completa el siguiente cuadro, sabiendo que: a:b::c:d.

a b c d a/b c/d a+b a-b c+d c-d
2 cms 3 cms 12cms
32cms | 1.4cms | 0.2m
5 dms 6 cms 9 dms
3 cms 4cms 14cms
2.1cms | 3.2cms 2.65cms
3/8 24dms
2/3 4cms
4/5 1 km
3/4 10.5m
1.2m Sm 12m

9. Determina el valor de la variable:

1. 3:4=x:8 6. 3x: 8=x-4:2 11. 3x :5=9 :x-2
2.5:x=7:56 7. x:3=4:x-1 12, 3 :5x+2=x:32
3. 2/3:9::4:x 8. 2:x=5:x+3 13, 3x*:5 ::105:7
4. x:5=4/5:2 9. k/4 =175/20 14. 49/56=2z/8
5.a/6 =4/18 10. d.- x/80 =25/100 15. 4/12 =m/21
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10. Si seis galones de gasolina Premium cuestan 720 pesos. ;Cudnto costard llenar un tanque
de quince galones?

11. La distancia entre dos ciudades es 3300 millas. Si en un mapa estas distancias se represen-
tan con once pulgadas. ;Qué tan lejos quedarian en el mapa dos ciudades, cuya distancia
real es de 7700 millas?

12. Determina: (x-y)/x, six/5=1/8 " y/7=3/2x
a. Sila suma de las magnitudes a y b es 18 y su razén es 5/6, determinar: a, b, c y d:

b. Sila diferencia de dos magnitudes es 3, y su razon es igual a 4/3, hallar: a, b, c y d.

II.2.2.1 Operaciones con los naumeros racionales.

Suma y resta de quebrados:

Si deseas sumar % con % obtienes 6/4, si quieres restar 7/8 de 9/8 obtienes 2/8, pero si quiere sumar
3/8 con 4/5, necesitas hallar un comin denominador, que se obtiene al multiplicar los denominadores,
Si:
El denominador comtin es 8 x 5 = 40. Entonces divides 40 entre
8 es igual a 5 y se multiplica por el numerador del 8 que es 3:
3/8 +4/5 = 47/40 3x5=15 y forma el quebrado 15/40, luego haces lo mismo con
el otro 15/40 + 32/40 = 47/40 quebrado, 40 entre 5=38,y 8 por
4 =32,y forma el quebrado 32/40; ahora suma los dos numera-
dores y obtienes: 15 + 32 =47,. Por tanto: 3/8 + 4/5 = 47/40.

Si ahora deseas restar 2/3 de 7/8, debes hallar el denominador
comtin, que se encuentra multiplicando los denominadores 3 x 8 1/8 -2/3 =5/24
= 24; entonces 24 entre 8 =3y 3 por 7 = 21, del mismo modo, 21/24 - 16/24 = 5/24
24 entre 3 es 8 y 8 por 2 = 16, luego 21 menos 16 = 5, por

tanto J

Suma y resta de decimales:

Si deseas sumar 75 centavos con 45 centavos, obtienes:

o
significa que colocaste los nimeros de forma que los 0.75+0.45 =120
puntos quedaran alineados y luego sumaste y bajaste el +0.45
punto. \__ 120 J
4 )
Ahoraresta 3.15 de 4.58 y obtienes: se colocan los nime- 458 -3.15= 1.43
ros de forma que queden punto debajo de punto, luego se -3.15
restan y se baja el punto en la misma direccion, asi: \_ 143 J
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Multiplicacion y division de quebrados

Para multiplicar 5 por 3/4 obtienes 15/4, pero si multipli-
cas 7/8 por 1/2 obtienes 7/16 porque multiplicas nume-
rador por numerador y denominador por denominador,
del mismo modo:

Multiplicacion y division de decimales.

Si un obrero hace un dia por $15.25, ;Cudnto se gana en
8 dias? Se multiplica 5.25 por 8 de forma tal que puedas
considerar el punto al final de la multiplicacidn, asi: 8 por 5
=40; escribo el 0 y llevo 4, 8 por 2 = 16 mds 4 = 20; escribo
el 0 y llevo dos, 8 por 5 =40, + 2 son 42; escribo 2 y llevo 4
y 8 x 1 =8 mds 4 = 12. Entonces ahora tengo 12200; como
las cifras de la derecha del punto son dos, entonces el pro-
ducto tiene dos cifras a la derecha del punto, lo que significa
que el obrero se gana $122.00 en 8 dfas.

O sea: 5(4378) = 21890, 3(4378) = 13134 y 8(4378) =
35024, y como los factores tienen 4 cifras después del
punto, entonces el producto tendrd el punto a 4 cifras de
la derecha, es decir:

43.78 x 8.35 = 151.5630, lo que significa que el pintor
se gan6 $151.56 por pintar la pared.
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5x3/4 =15/4
7/8 x 1/2="7/16

3/8 x5/8x 1/4x 1/2=15/512

- J
4 )
5=3/4=5x4/3=20/3 Pero si ahora quieres dividir 5 entre 3/4, lo que tienes
que hacer es multiplicar 5 por el inverso de 3/4 que es
3/4 = 5 =3/4 x1/5 = 3/20 4/3 'y obtienes: 5 x 4/3 =20/3, pero si tienes que divi-
dir 3/4 entre 5, multiplicas 3/4 por 1/5 y obtienes 3/20.
- J

15.25

122.00

Un pintor cobra 8.35 por metro cuadra-
do de pintura y tiene que pintar una pa-
red que mide 45.78 metros cuadrados,
(Cudnto se gana al terminar su trabajo?

Multiplicas 43.78 por 8.35 como si estos
nliimeros no tuvieran puntos, y luego su-
mas las cifras que estdn a la derecha del
punto y ese mismo nimero de cifras debe
aparecer a la derecha del producto.

4 43.78 por8.35
x 8.35
21890
13134
35024
\_ 365.5630 D
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Del mismo modo, si quieres dividir 0.75 entre 5 (075 /5 )
divides cero entre 5, que es igual a cero, punto, 7 0.15
luego 7 entre 5 es igual a uno, uno por 5=5y =5_
. . 25
se resta de 7 y obtienes 2, bajas el 5 y entonces 25
tienes 25 entre 5 esigual a 5, 5 por 5 igual 25, que 00
lo restas de 25, asi: \_ )

Lo que significa que 75 centavos entre 5 personas toca a 15 centavos para cada una.

( N\ De la misma manera, si quieres dividir 1585.8615 entre 3.45 tie-
1585.8615 /3.45 nes que convertir el divisor en entero, multiplicdndolo por 100 y
lo mismo tienes que hacer con el dividendo, que es lo mismo que
1585.8615 x 100 /3.45 x 100 correr el punto del divisor dos lugares hacia la derecha y esos
_1 22886'15 % mismos lugares se corren en el dividendo, asf:

5058 1585 entre 345 es igual a 4, y 4 por 345 = 1380, que lo resta del
1725 dividendo, luego bajas el 8 y divides 2058 entre 345 =5y 5 por
3336 345 = 1725, que lo restas del dividendo, quedando 333, ahora
-3105 bajas el 6 y divides 3336 + 345 =9,y 9 x 345 =3105, que lo res-
2311 tas del dividendo, y te quedan 231. Antes de bajar el 1, tienes
2070 que colocar el punto en el divisor, es entonces cuando bajas el
gﬂg 1y divides 2311 = 345 = 6 y 6 x 345 = 2070, que lo restas del
00 dividendo, quedando 241; bajas el 5 y divides 2415 +345="T7y

\_ ) 7x345=2415, que lo restas del dividendo y queda 0.

Potenciacion de quebrados y decimales:

La potencia de un quebrado es la potencia del numera-
dor y la potencia del denominador. (3/5)* = 3%5*=27/125

Elevas el numerador 3 al cubo, que esigual a3 x 3 x 3 =27 y el denominador 5 al cuboes 5 x5x 5
=125

Si divides 3 entre 5 el cociente es 0.6, si ahora elevas 0.6 a la tercera potencia obtienes la potencia de
un nimero decimal, que es el producto del decimal tantas veces como indica el exponente.
(0.6)° = (0.6)(0.6)(0.6) =0.216

Radicacion de quebrados y decimales

La raiz de un quebrado es la raiz del numerador y la raiz del denominador.
V64/100 = v64/V100 = 8/10 = 4/5
Como la raiz cuadrada de 64 es 8 y la raiz cuadrada de 100 es 10, entonces: 14
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Si divides 64 entre 100 el cociente es 0.64, si ahora ex-
traes la raiz cuadrada de 0.64, obtienes la raiz de un de-
cimal, que es buscar un nimero que elevado al cuadrado
sea 0.64

\

v0.64 = 0.8 porque (0.8)* = 0.64

Si quieres hallar la raiz cuadrada de 5, necesitas buscar un nimero que eleva-
do al cuadrado te de 5, como no existe un nimero racional que elevado al cua-
drado de 5 entonces V5 es un nimero irracional, esta es la caracteristica que
tienen lo snimeros irracionales por eso siempre conservan el signo radical W),
estos niimeros son irracionales: V2 =1.4142... =no racional, lo mismo pasa
con V7= irracional, sus raices son numeros decimales con cifras decimales
que no se repiden, por esto puedes decir:

/5 = no racional

Los nimeros que se representan por medio de un decimal que no se repite y no termina forman el
conjunto de los nimeros irracionales

La union entre el conjunto de los nimeros racionales RACIONALES
y los nimeros irracionales, forman el conjunto de los REALES
. IRRACIONALES
nimeros reales
Propiedades de la suma y la multiplicacion de numeros reales.
Para los nimeros reales a, b y ¢, se cumplen las siguientes propiedades.
Propiedades Suma Multiplicacion
Clausura (a+b)ER (ab) ER
Conmutativa atb=b+a ab = ba
Asociativa (at+b)+c=a+(b+c) (ab)c = a(bc)
Identidad o Neutro Existe el numero real 0, tal que | Existe el nUmero real 1, tal que
at0=a la=a
Inversos o Simétricos Para cada numero real a, existe | Para cada nimero real a#0, existe 1/a;
—a; tal que tal que
a+(-a)=0 a(1/a) =1
Distributiva de la multipli- | a(b +c) =ab + ac
cacion con respecto a la
suma
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Es el momento de practicar [o aprendido

1. Completa el cuadrito

89+ |- 2=-1

[ ] - 14 + 34 = [ ]

/4 x[_ ]+ 58 =1

15+ = /5

075+ =2

. = 08

12+ | ]-(C )=15
2. Resuelve:

1. 4423-4(3+4x5)+6-8x5+4=

2.19x5-3x4+2+13x6+3=

3.24x5+6-9x4+12+28x7+14=

4. 36-6x8+12+42x7+6-56x3+8=

5.81x5+9+65x8+13-9x7+3-12x5=+4=

6. 0+4+68+3%—-65+"%

7. 24x6+8-36x8+9+12x8x5+20=

8. 8x7+4-18x5+6-84x5=+7=

9. 52x3 — 4 x5+7x3>-4x32+8"x5=

10. 732 +3V81-6+144 - 5169 + 8 V225 =

11. 44+2.3-4.5+5 -3x4+8.9=
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12. 2/3+ 4/5 -1 + 5/8=

13. 9-2/5=

14. 7/8 - 2/5=

15. 4/5+7/9-3/4+5/7 =

16. 8/9 — 2/5 —-1/3+4/5=

17. 8(3/4-2/5)+5[7/8 -3/7] =

18. 2/3+4/5x3/8—-1/2 —[-4/5-2/3] =

19. 2/3(5-1/5)3/4 — 2/5(3/7 +2/3)5/4 =

20. (7/9 +2/5)(2/3 — 5/8)3/4 — 8/9[5/6 —3/4]9 =
21. 52/3+83/4 -91/5+62/3 —71/4+43/5=
22. 4/5(7/8 — 6/7)+ (4/3 +8/7)4/9 =

23. 3/4[- 4/5],[- 3/5+3/10] =

24. [4x5/4 — 1/5]-[4x 11/10 +V 4/25 ] =

25. [2 —{2 - 1/5} - {1 =7/10}] [2+2/3]+[1/4 — 2] [3/2 -1]=
26. 4(1/5+3/5x1/10+1/25 - 1/10) =

2 (/4 -1), %) +1/2
27. 3/5 -1/2

[(3/4 — 1/3)2/3]3 + 2 [3/4 + 1/2]
28. [1 —1/6]5 —[1/2 =2/5]2

29.  [(1/2+5/6 — 1/3)(3/4 —1/5)]*

/(35" — 1/6  x 3(10-3.5)
30. v 3/4 — 1+1/8 (3/2)2+2/3
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3. Expresa:
15 como décimas 24 como centésimas
8 como milésimas 0.6 como decenas
0.35 como centenas 0.225 como millares
4. Resuelve:

a. Miguel tiene 1,200 pesos en papeletas de 20 pesos ;Cudntas papeletas tiene?

b. Si quieresx comprar un televisor que te cuesta RD$32,500.00 y quieres pagarlo en ddlares.
(Cuantos dodlares n ecesita si cada dolar te cuesta 37.45 pesos ?

c. Rosa y Luz trabajando 10 horas diarias, si la hora le sale a RD$34.50. ;Cudnto se ganan
cuando trabajan 12 horas?

d. Si una calculadora la compraste en RD$350.00 y al mes la vende perdiendo RD$87.00. En
cuanto la vendiste.

e. Un motoconchita recorre 128 kildmetros en 6 horas. En la primera hora recorre 7/8 del total,
en la segunda hora 3/4 del total. ;Cudntos kildmetros recorre en la tercera hora?

f. Grisel compra perfumes a razén de 3/2, si gasta RD$15,250.00 en perfumes y compro 200
perfumes, si lo vende al mismo precio ;Cudl es su ganancia?

g. Geny quiere comprar zapatillas y dispone de RD$5.650.00, si cada zapatilla cuesta $35.50
(Cudntas zapatillas compro y cudnto le qued6?

h. Freddy y Boris estdn en un sétano de un edificio de 15 pisos y suben 9 pisos ; En que piso se
encuentran ahora?

i. Diofanto naci6 en el afio 275 después de Cristo, si murié a los 84 afios. {En que afio mu-
rig?

5.  Selecciona la respuesta correcta.

1. El numero que nace con la naturaleza es el
a. natural b. negativo c. entero
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2. Las operaciones naturales son:
a. sumay resta b. suma y multiplicacion c. suma y division

3. Las operaciones directas son:
a. suma y multiplicacion b. multilicacion y potenciacion c. ambas

4. Las operaciones indirectas o inversas son:
a. resta, division b. radicacién y logaritmaciéon ~ c. ambas

5. El nimero que no altera la suma es el:
a. cero b. uno c. dos

6. El nimero que no altera el producto es:
a. cero b. uno c. dos

7.  Elndmero que al multiplicarlo por otro lo desaparece es el:
a. cero b. uno c. dos

8. El producto de nimero con el mismo signo tiene signo:
a. positivo b. negativo C. no tiene signo

9. El producto de nimero con signos opuestos tiene signo:
a. positivo b. negativo C. no tiene signo

10. Los nimeros enteros estdn formados por:
a. naturales b. negativos c.anb

11. Los ndmeros fraccionarios estdn formados por:
a. quebrados b. decimales C. mixtos

12. La suma de 54 con la suma de 65 mas 78 tiene un total de:
a. 197 b. 132 c. 119

13. De 123 restar 48, la diferencia es:
a. 85 b. 75 c.-75

14. La diferencia al restar 69 de 34 es:
a. 35 b.-35 . ninguna

15. La diferencia al restar 124 de la suma de 98 con 25 es:
a. 1 b. 2 c. -1
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16. La diferencia que se obtiene si de la suma de 45 con 87 restas la suma de 93 con 68, es:
a. 29 b. -29 c.aAb

17. Si restas la suma de 457 con 832 de la suma de 231 con 765, obtienes:
a.-293 b. 293 c. -239

18. Si multiplicas 245 por 76 y lo restas de la suma de 2,398 con 15,123, obtienes:
a. 9,901 b. -1,099 c. 1,099

19. Al sumar el cociente de 3675 entre 15 con el producto de 872 por 92, obtienes:
a. 80,469 b. 46,980 c. -80469

20. Si del producto de 345 por 129 restas la potencia de 14 al cubo, obtienes:
a. 44,505 b. 41,761 c. 2,744
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Unidad III

Sistemas de medida

Introduccion

Se ha dicho en el marco tedrico, que los objetivos generales de los cursos universitarios de nivelacion
son apoyar el desarrollo de conocimientos, habilidades y actitudes en torno a la matemdtica.

Con el objeto de alcanzar estos objetivos se propone un método de trabajo adecuado a la matematica

asi como un conjunto de ejercicios, que permiten al estudiante afianzarse en los procesos mentales que
en cada unidad, en que se ha dividido este curso de nivelacion, presenta.

Objetivos especificos de esta unidad:
En esta tercera unidad del “Curso universitario de nivelacion” que lleva el titulo “Sistemas de medi-
das” se busca desarrollar uno de las procesos mentales mds necesarios para sobrevivir con €xito en este

mundo tan tecnolégico y cambiante.

Nos estamos refiriendo a la flexibilidad mental, es decir:

a la capacidad mental para::
- comprender y profundizar,
- alterar las condiciones de un contenido cualquiera,
- mirarlo desde diversos puntos de vista,
- y partiendo de ellos crear nuevas soluciones que sean mds efectivos.-

En fin, lo que se ha estado llamando en el POMA:
Agilidad mental, Rapidez intuitiva, Creatividad....

Proceso definido operacionalmente por las capacidades de: sefialar datos importantes en un problema
o situacion, visusalizar rdpidamente las relaciones entre los datos, detectar la insuficiencia de datos,
prever la secuencia de un procedimiento, las consecuencias de una decision, etc..

Sistematizacion de ejercicios propuestos para desarrollar este proceso:
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Para estimular el desarrollo de esta funcion mental se proponen ejercicios de tres niveles de cdlculo
mental:

Estos ejercicios se trabajan solamente con el grupo total de la clase, indicando a los alumnos que reali-
cen mentalmente un conjunto de operaciones matemadticas de forma seguida y apuntando el resultado
final en un papel. Estos ejercicios son presentados en forma de dictado.

Nivel 1°: Calculo mental simple con numeros enteros

1° se hace esta clase con dictado, con nimeros enteros y operaciones matemadticas sencillas como
este:

7 mds 5 menos 4, multiplicalo por 2, afniddele 20 y réstale 10, es igual a:
7+5-4x2+20-10=

2° acabado el mismo se pide a cada alumno que escriba el resultado obtenido

3° se invita a algunos alumnos a que digan el resultado obtenido

4° cuando se haya llegado al resultado verdadero,

5° se invita a los alumnos que han dado resultados falsos, a que reflexionan sobre si mismos y sus
respuestas para que sefialen lo qué les ha pasado para equivocarse

6° después de escuchar algunas explicaciones de los alumnos, el profesor intentard resumir
las principales causas de fracaso en esta tarea... y motivarlos a controlarlas...

Nivel 2°: calculo mental complejo con diversas clases de nimeros

1° se hace este a través de dictado, con nimeros enteros, quebrados.y varias operaciones matemati-
cas mds complejas, como esta:

25m, un 1/5, multiplicalo por 6, afiade 6, la raiz cuadrada: el resultado es ...

2° acabado el mismo se pide a cada alumno escribir el resultado obtenido

3° se invita a algunos alumnos a que digan el resultado obtenido

4° cuando se haya llegado al resultado verdadero

5° invita a los alumnos que han dado resultados falsos, a que reflexionan sobre si mismos y su respues-
ta para que sefalen lo que les ha pasado para equivocarse

6° después de escuchar algunas explicaciones de los alumnos, el profesor intentard resumir las princi-
pales causas de fracaso en esta tarea y motivarlos a controlarlas.
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Nivel 3: calculo mental con unidades de medida.

1° se hace este ejercicio dictando los datos, que incluirdn ahora unidades de medidas. En este caso el
alumno puede hacer estas operaciones por escrito. El dictado seria..

A 70 decdmetros, afddele 35 metros y réstale 75 decimetros,

2° escribe el resultado en: a. metros, b. centimetros, ¢. kildmetros

3° se invita a algunos alumnos a que digan los tres resultados obtenidos

4° cuando se haya llegado al acuerdo del resultado verdadero

5° seinvita a los alumnos que hayan obtenido resultados falsos, a que reflexionen sobre si mismos y
sus respuestas para que sefialen lo que les ha pasado para equivocarse

6° después de escuchar algunas explicaciones de los alumnos, el profesor resumird las principales
causas de fracaso en esta tarea y los motivard a controlarlas.

III. 1 Sistemas de Medida

(Qué es medir?

(Cudntos centimetros tienes de cintura?

(Qué ancho tiene el monitor?

(Qué es unidad de medida?

Si, por ejemplo, vamos a comprar tela a un almacén, po-
driamos decir al vendedor que nos venda 10 cuartas de
género y €l comenzard a medir sus cuartas sobre la tela 'y
obviamente no coincidird con la medida de nuestra cuar-
ta.
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Esto hace necesario crear una medida universal que sirva de pardmetro comun para todas las personas
y no tener problemas como el caso del vendedor de telas.

MORMAL T 1/2 CAR. IDEALIZADA 8 CAR. FIGURIN B 12 CAE.  HEROICA § CAB,

Desde hace miles de afios el hombre sinti6 la ne-
cesidad de conocer la magnitud de las cosas y para
determinarlas comenz6 a desarrollar sistemas de
medidas que en un principio fueron antropomé-
tricos, es decir, que se basaban en las medidas
del cuerpo humano (de ahi denominaciones tales
como, pulgadas o pie).por ejemplo, los romanos
median las distancias en pasos, codos faradnicos,
palmos, digitos, estadios, pies olimpicos etc...

III.1.1 Medir.

Cuando dices el alto del escritorio es tres veces mi mano,
lo que has hecho es considerar la mano como una unidad
de medida y por eso puede determinar el alto del escri-
torio.

Comparar cierta magnitud con otra magnitud que se ha
escogido como unidad de medida (patréon de medida),
significa medir.

El sistema universal es el Sistema Internacional de
Unidades, nombre dado por la II Conferencia General
de Pesos y Medidas al antiguo Sistema Meétrico Deci-
mal que usa el metro como unidad base y que fue creado
durante la Revolucién Francesa y establecido mediante
acuerdos internacionales. El objeto de este acuerdo fue
fijar relaciones mutuas y légicas entre todas las medicio-
nes efectuadas por la ciencia, la industria y el comercio.
Cerca del 80% de los paises del mundo usan el Sistema
Internacional de medidas.
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II1.1.2 Sistemas de Medida.

II1.1.2.1 Sistema MKS (Metro, Kilogramo, Segundo)

Este sistema recibe su nombre porque sus unidades fundamenta-
les son: el metro, el kilogramo y el segundo.

El metro es la unidad de longitud, el kilogramo es la unidad de
masa 'y el segundo es la unidad de fiempo.

El Metro. w

Como medir es comparar una magnitud con otra, se
tomo la longitud del meridiano terrestre y se dividio en-
tre 10,000 y esta medida se nombré como metro patron.
Este patron se conserva en la Oficina Internacional de
Pesas y Medidas, en Francia.

El Kilogramo.

En principio se tom6 una masa de un decimetro cubico
de agua destilada a4 ° C y se obtuvo el kilogramo patron,
esta unidad de medida también se conserva en la Oficina
Internacional de Pesas y Medidas.

El tiempo.

Se considerod la 360 ava parte del giro que da la Tierra
alrededor del Sol, y esto se consideré como un dia so-
lar, este dia solar se dividi6 entre 24 partes y cada parte
forma una hora solar. La hora solar se dividié en 60
partes y cada parte form6 un minuto solar. El minuto
solar se dividid en 60 partes, formando cada parte un
segundo solar. Este segundo es la unidad de medida que
se tom6 como patron de medida para el tiempo. De otra
forma. un dia solar medio lo divido en 86,400 partes, y
cada parte es un segundo.
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Debes saber que los dias tienen diferente duracion segun las €pocas del afo y la distancia de la Tierra
al Sol. Esto significa que un dia solar medio es el promedio de duracién de cada nimero de dias del
afo.

Todos los sistemas de medidas han optado por utilizar el segundo como la unidad de tiempo.

II1.1.2.2 El Sistema C.G.S. (Centimetro, Gramo, Segundo).

Este sistema nace del MKS, porque sus unidades de medidas son derivadas de las unidades de ese
sistema, asi tomas un metro y lo divides en 100 partes, cada una es un centimetro; el kilogramo lo
divides en mil partes y cada parte es un gramo y el segundo es el tiempo que se utiliza en todos los
sistemas.

Estos se utilizan segtn los casos que se presenten,
por ejemplo, un laboratorio de medicamentos tra-
baja mejor con el sistema cgs, porque el tamafio
de los componentes necesarios para obtener las
férmulas de los medicamentos, es conveniente
expresarlos en: centimetros y gramos. Mientras
que en una construccion se trabaja mejor con me-
tros y kilogramos.

Laboratorista pesando gramos de medicamentos

I11.1.3 Otros Sistemas de Medida

Existen otros sistemas de medidas que se usan en los territorios de habla inglesa, como Inglaterra y
Estados Unidos, que generalmente usan el Sistema Inglés, o Sistema Imperial de Unidades.

II1.1.3.1 Unidades de longitud.

El sistema inglés utiliza unidades de longitud, tales como: Pulgada, pie, yarda, milla, legua y Furlong,
donde: una Pulgada, que se abrevia (in), equivale a 2.54 centimetros; un Pie (ft) equivale a 12 pulga-
das, o lo que es lo mismo 30.48 centimetros; una Yarda (yd) es igual a 3 pies equivalente a 91.44 cen-
timetros; una Milla (mi) es igual a 1,760 yardas, equivalente a 1,609.34 metros; una Legua equivale
a 6094.38 yardas, que es igual a 5572.7 metros, un Furlong (fur) es igual a 220 Yardas, equivalente a
660 Pies = 201.168 metros.
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Los agrimensores usan las medidas de cadena,
conocidas como cadena de Gunther que son: el
Link (1i)) =7,92in=0,001 fur =201,168 mm y el
Chain (ch) = 100 li = 66 ft = 20,117 metros.

Mientras que para medir profundidades del mar,
se utilizan los fathoms (braza), donde una Braza
=6 Pie =72 pulgada = 1.8288 m; el nudo equiva-
le a una milla ndutica por hora, y la milla ndutica

= 1,852 metros.

Cadena de Gunther

II1.1.3.2 Unidades de superficie

La unidad de superficie del sistema inglés es la pulgada cuadrada (sq in),cuyo valor equivale a (sq in)
= 645.16 mm?; entonces, un pie cuadrado (sq ft) = 144.03 sq in = 929.03 cm?. Un acre =43,561.56 pie

cuadrado (sq ft) = 4,046.85 m? y por tltimo, la milla cuadrada (sq mi) = 640 acres = 2.59 km?.

II1.1.3.3 Unidades de capacidad y volumen.

Las unidades de capacidad y volumen que usa el sistema inglés son: pulgada ctibica, pie ctibico y
yarda cuibico. Ademads existe un grupo de unidades para medir volimenes de liquidos y otro para medir
materiales secos, asi: una Pulgada cubica (in’® o cu in) = 16.387065 cm? , un Pie cubico (ft* o cu ft) =
1728 pulgadas cubicas = 28.317 Litros (1), una Yarda ctbica (yd* o cu yd) = 27 pies ctibicos = 7.641
hectolitros (hl). Un pie ctibico = 0.0283 metros ctibicos, 1 metro ctibico = 1.31 yarda ctbica, 1 onza
liquida = 28. 413 mililitros, 1 pinta = 0.5683 litros, y 1 galén = 4.5461 litros.

Resumen de unidades ¥ sus eauivalencias

Para medir Longitudes o distancias se usa el metro ( m) donde: un kilémetro = 1,000 metros, un hec-
tometro = 100 metros, un decametro = 10 metros; del mismo modo, un decimetro = 0.1 metro, un
centimetro = 0.01 metro, un milimetro = 0.001 metro; mientras que una milla = 1.609 metros, una
yarda =0.9144 metros = 91.40 centimetros.

Asi un pie = 30.50 centimetros, un pie =0.3048 Metros; una pulgada = 2.54 centimetros = 25.4001
Milimetros; mientras que un nudo equivale a 1.8532 Kilémetros por hora, una Milla= 1.6093 Kiléme-
tros, un Metro = 1.0936 Yardas = 3.2808 Pies, una Hectdrea = 2.4710 Acres, un Centimetro = 0.3937
Pulgadas, y un acre = 0.404 Hectdreas

Del mismo modo, para medir Masa la unidad es el kilogramo ( kg), donde un kg= 1000 gramos, una
Libra = 16 onzas = 0.4536 Kilos, una Onza= 28.3495 Gramos, un kilo = 2.205 libras = 2.6792 Libras
troy.
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Para medir el Tiempo se utiliza el segundo (seg.), donde una hora (h)son 60 minutos (min.) = 3600
segundos, un minuto (min.) = 60 (seg.) y un dia equivale a 24 horas (h).

Para medir liquidos y fluidos se usa el galon, donde un Galén (USA)= 3.7854 Litros, un Galén (G.B.)=
4.5459 Litros; una Pinta(pt) = 550.610 mililitro (mL), un Cuarto (USA)(qt) = 2 pintas = 1.101 L; un
Galén (USA)(gal) = 4 cuartos = 4.404 L, una Onza liquida (fl 0z) = 0.05 pintas = 28.41 mililitro (mL),

uma Pinta(pt) =

568,2 MI, un Cuarto (G.B.) (qt) =

2 pintas = 1.136 L, mientras que un Galén(G.B.)

(gal) = 4 cuartos = 4.546 L.

Tabla de unidades:

Unidad/Sistema | C.G.S M.K.S Técnico otros 1 otros 2
Masa g Kg slug Lb

Longitud cm M m pulg Pie
Tiempo S S s S s
Velocidad cm/s m/s m/s pulg/s pie/s
Aceleracion cm/s? m/s? m/s? pulg/s? pie/s?
Fuerza dina N Kgf Lbf

Presién dina/cM? Pa = N/m? Kgf/im? Lbf/pulg? atm o Ibf/pie?
Trabajo ergio (J) Joule B.T.U cal
Potencia ergio/s Watt (J/s) H.P C.Vv calls
Momento dina.cm N.m Kgf.m Lbf.pulg Lbf

111.1.3.4 Para medir volumenes

El procedimiento a seguir para medir el volumen de un objeto
depende del estado en que se encuentre, que puede ser : estado

gaseoso, estado solido o estado liquido.

N

Para medir el volumen de un liquido se
emplean diversos recipientes graduados,
dependiendo de la exactitud con la que se
desee conocer dicho volumen.

SISTEMAS DE MEDIDA

En el caso de nubes gaseosas el volumen

varia considerablemente segin tempera-
tura.
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Algunos soélidos tienen formas sencillas y su volumen puede calcularse en base a las geométricas.

Por ejemplo, el volumen de un sélido puede calcularse aplicando conocimiento que proviene de la
geometria.

El volumen de un cuerpo es un nimero positivo que indica la cantidad de espacio que este ocupa.
Este nimero se acompafa por una unidad de medida pertinente que permite dimensionar el volumen
medido.

El volumen de un cuerpo regular es un nimero que se
obtiene comparando el volumen del cuerpo con la uni-
dad.

Consideraremos a la unidad como un cubo de arista uno,
entonces, la medida del volumen de un cuerpo serd igual
al nimero de cubos unitarios que contenga.

Por ejemplo, considerando el cubo unidad que se indica en la figura, el cuerpo adjunto estd formado
por 25 cubos unidad. Podemos afirmar entonces que el cuerpo del ejemplo tiene 25 unidades de volu-
men.

Las unidades de volumen son estandarizaciones que permiten dimensio-
nar el nimero que indica el volumen. Como unidad base se considera a
un cubo cuya arista mide un centimetro o un metro, etc. Por definicién
su volumen tendrd valor uno, acompafiado de la unidad de su arista ele-
vada a tres. Por ejemplo, en la figura, si el volumen del cubo mide un
centimetro cubico y se abrevia por 1 cm?.

Volumen del cubo unidad =1 cm’

Estas son las unidades de medida de volumen mas utilizadas:

mm? Milimetro Cubico Dm3 Decimetro Cubico

cm3 Centimetro Cubico Hm?® Hectémetro Cubico
dm? Decimetro Cubico Km? Kilémetro Cubico
m3 Metro Cubico
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II1.1.4 Unidades de Temperatura

Las temperaturas se miden en grados y se clasifican en: Celsius, Fahrenheit y Kelvin y otras como la
Rankine y la Reamur que son utilizadas en termodindmicas.

Las escalas de temperaturas que se usan en el mundo son: la escala Fahrenheit, usada en EEUU, y la
escala Celsius, que forma parte del Sistema Métrico, y es la utilizada en casi todos los demds paises.

Si tienes que convertir de grado Celsius a grado Fahren-
heit solo tienes que multiplica los grados Celsius por 9 °Ca  Multiplica por 9, divide entre 5,
dividir el producto entre 5 y al cociente sumarle 32. °F después suma 32

°Fa Resta 32, después multiplica
°C por 5, después divide entre 9

Y reciprocamente para convertir de grados Fahrenheit
a grado Celsius, se le restan 32 a los grados Fahrenbhit,
la diferencia se multiplica por 5 y el producto se divide
entre 9.

Como puedes observar solo cambia el nimero para medir la misma temperatura, asf:
Si congelas agua, la escala Celsius marca 0°, pero la Fahrenheit marca 32°, mientras que si hierves

agua, la escala Celsius marca 100°, pero la Fahrenheit marca 212°, observa que la diferencia entre
congelar y hervir agua es 100° Celsius, pero 180° Fahrenheit, observa el grafico:

Fahrenheit 212_

180

Celsius 100

100

Y
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) ~ ~
373,16 373,16K 100°C 212°F 671,87°R 89 RE Punto de ebullicién
del agua
273,16 273,16K 0,01°C 32,018°F 491,683°RM 0,004°RE Punto triple
- del agua
273,16 273,16K o°C 32°F 491 ,67°R 0° RE .,
Punto de fusion
del hielo

Cero absoluto

) -2186,62° RE
s
GASES KELVIN CELSIUS FAHRENHEIT RANKINE
PERFECTOS REAMUR

Es el momento de practicar [0 aprendido

. Conteste:

. Se desea saber cuantos metros mide una pista de aterrizaje de 4.5 kilémetros.
. (Cuadl es el peso en libras de una caja que pesa 18 kilogramos?

. Alberto usa 5 litros de agua para llenar un galon. ;Cuantos galones iguales podra llenar
con 30 litros de agua?

. Un casillero de refrescos contiene 12 botellas de 3/4 litros. En total hay  litros
. (Cuantos gramos hay en un kilogramo?

. Karina estd haciendo mermelada de cereza. Usa 800 g de azucar por cada Kg. de cereza.
Tiene 5 Kg. de cerezas. ;Cuantos Kg. de azlicar necesita para hacer la mermelada?

. Encuentra la respuesta en gramos de: 1.2 Kg. +75 g+ 12 g =?

. Laura toma 50 Mg de vitamina C diario. ;Cuantos gramos de vitamina C toma durante un
periodo de 25 dias?

. Los valores nutritivos de un polvo de bebida de cocoa son puestos en una lista sobre la etiqueta.
En 100 g hay: 6 g de proteina, 79 g de carbohidratos, y 10 g de grasa. Enid ha usado dos latas
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del polvo en los tltimos meses, esto es, 1.5 kg. ; Cudntos gramos de carbohidratos ha tenido del

polvo de cocoa durante ese tiempo?

10. Una caja de vitamina C contiene 120 pastillas. Cada pastilla tiene 200 mg de vitamina C.

(Cudntos gramos de vitamina C hay en la caja llena?

11. ;Cudntas pastillas de 200 mg hay en un kilogramo de vitamina C?

12. Calcula la superficie de un rectdngulo cuya base es 2/3 de la altura y su altura mide 12 cm.

13. Se han comprado 6 botellas de vinagre de 11/2 litro cada una, en $125.40 ;Cudnto cuesta el

litro de vinagre?

14. Andrea desea enviar dos bolsos que pesan 18,5 Kg. y 12.5 kg. Si se cobra por el transporte

$6.80 el Kg. ;Cudnto debe pagar?
1I. Selecciona la respuesta correcta

1. ;Cudntos litros hay en 5000 ml?
a) 501 b) 51 ¢) 5001

2. ;Cuantos decilitros hay en 50 litros?

a) 500 dl b) 50 dl ¢) 5.00dl
3. (Cuantos hectolitros son 785 decilitros?

a) 0.0785 hl b) 78.5 hl c) 7.85hl
4. Marca el simbolo correcto: 5.9 hectolitros __ 589 litros

a) > b) <> c) <
5. Expresaen litros: 3hl+ 6dal + 71+ 8 cl =

a) 367,08 1 b) 367,81 c) 36781

6. Un camiodn cisterna lleva gasoil: 10 kl, 8 hl, 7 dal, 9 1, entonces lleva:

a) 1008791 b) 18791 c) 108791

d)5,051

d) 5000 dl

d) 0.785 hl

d)=

d) 3060,8 1

d) 108070,9 1

7. Una jarra tiene de capacidad 1 litro 8 decilitros. Los vasos de 200 cl., que se pueden servir son:

a) 9 vasos b) 54 vasos ¢) 5,4 vasos
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8. Un vaso lleva 150 centilitros. ;Cudntas botellas de 3/4 litros se pueden llenar con 15 vasos?

a) 5 botellas b) 3 botellas ¢) 15 botellas d) 30 botellas

9. Anita usa 5 dl de agua para llenar una cafetera. ;Cudntas cafeteras iguales podrd llenar con
3 litros de agua?

a)6 b) 12 c) 18 d) 24
10. Un casillero de cervezas contiene 12 botellas de 3/4 litros. En total hay litros
a) 7.5 litros b) 18 litros ¢) 6 litros d) 9 litros

II1. Selecciona la respuesta correcta:

1. ;Cudntos gramos hay en un kilogramo?

a) 100 g b) 1000 g c)10g d) 10000 g
2. (Cudntos hectogramos son 658 gramos?
a) 6.58 hg b) 65.8 hg ¢) 6580 hg d) 65.8 dag

3. (Cudntos decagramos (dag) son 10.7 decigramos (dg)?
a) 0.0107 dag b) 1.07 dag c) 17dag d) 0.107dag

4. Encuentra la respuesta en gramos: 1.2 kg +75 g+ 12 dg =?

a) 1276.2g b) 12762¢g c) 1275.2¢ d) 1287 g
v dColoca en la columna de la derecha el numero que corresponda al concepto de la izquier-
a.
1. Sistemas antropométricos Se trata de una cantidad especificada con precision que
se toma como medida
2. Magnitud es comparar la magnitud de una cosa mediante otra
magnitud escogida como unidad.
3. Medidas Arbitrarias son medidas que dependian del arbitrio o de la volun
tad de una persona o de un pueblo y por la misma ra
z6n no eran comprendidos ni aceptados por los demads.
4. Medidas convencionales es decir, frutos de un convenio o pacto entre personas,
entidades o paises
5. Los romanos median las distancias en pasos, idea que se conserva
aun en el juego de nifios
6. Medida es decir, se basaban en las medidas del cuerpo huma
no (de ahi denominaciones tales como pulgada o pie).
7. Unidad se trata de una cantidad especificada con precision que
se toma como medida
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V. Coloca en las columnas de la derecha el niumero que corresponda al concepto de la izquier

0.

da:

. Pulgada min

. Estadio S

. Longitud kg

. Metro m

. Masa ma

. Kilogramo 1

. Tiempo Stadium

. Minuto Pulge
Hora

10. Termometro

SISTEMAS DE MEDIDA

Es la magnitud que cuantifica la cantidad de materia de
un cuerpo

Es la unidad bdsica de masa del Sistema Internacional
de unidades (SI)

Es una unidad de longitud antropométrica que equivale
a la longitud de un pulgar, y mds especificamente a su
primera falange.

Es equivalente a 25,4 milimetros

Es la magnitud fisica que mide la duracién o separacion
de acontecimientos sujetos a cambio, de los sistemas
sujetos a observacion, esto es, el periodo que transcurre
entre el estado del sistema cuando éste aparentaba un
estado X y el instante en el que X registra una variacion
perceptible para un observador (o aparato de medida).
Es la magnitud que permite ordenar los sucesos en
secuencias, estableciendo un pasado, un presente y un
futuro, y da lugar al principio de causalidad, uno de
los axiomas de método cientifico.

es una unidad de tiempo que equivale a la sexagésima
parte de una hora. También comprende 60 segundos.
Es la unidad principal de longitud del Sistema Interna
cional de Unidades.

Es la distancia que recorre la luz en el vacio durante un
intervalo de 1/299.792.458 de segundo Inicialmente
esta unidad de longitud fue creada por la Academia de
Ciencias Francesa en 1791 y definida como la diezmi-
llonésima parte de la distancia que separa el polo de la
linea del Ecuador terrestre.

se trata de una antigua medida de longitud, equivalente
a 600 pies griegos o 625 romanos, probablemente deri-
vada de la dimension del lugar en el que se realizaban
las carreras.

Es la distancia que se encuentra entre 2 puntos que es
sinénimo de “distancia”.
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EL ALGEBRA Y SUS OPERACIONES

Objetivos especificos para esta unidad.

En esta cuarta unidad del “Curso universitario de nivelacion” que lleva el titulo “Algebra y sus ope-
raciones” se busca desarrollar un amplio conjunto de procesos mentales, tales como el aprendizaje
de una serie de reglas, que permiten ejercer las siguientes funciones mentales: razonar, discriminar
elementos, analizar el procedimiento y los pasos a seguir en cada situacion concreta y sobre todo, a
automatizar estos procedimientos.

En sintesis, en esta unidad, primero se define que es el dlgebra, para pasar luego pasar a aprender, me-
diante el método inductivo (de lo concreto o particular a lo abstracto o general) las reglas bdsicas de
algebra para cada una de las operaciones con expresiones algebraicas, ejercitar las mismas en diversas
situaciones hasta alcanzar cierta automatizacion en su ejecucion, pero, sobre todo, estimular el sentido
de discriminacidn e identificacion de la situacidn a la cual se refiere el ejercicio. Se podria decir que la
mayoria de los ejercicios pueden ser solucionados por un programa de ordenador, al que se le han in-
troducido las reglas bdsicas y varios criterios de discriminacion de las situaciones, dejando a la mente
humana, la decision de apretar una tecla que permita seleccionar, en cada ejercicio. una de las propues-
tas de solucion que el programa ofreceria a la situacion concreta a la que se refiere el ejercicio.

De ahi que, en esta unidad, lo importante es entrenar a los alumnos en:

- el aprendizaje aplicado de las reglas bdsicas,

- la percepcion global de los pasos a dar, hasta llegar a alcanzar la estructura de los  diversos
procedimientos aplicables en cada situacion; es decir, apoyar el desarrollo de las funciones
mentales: andlisis y sintesis de los pasos a dar.

- la capacidad de discriminar rdpidamente las condiciones mds importantes que permiten dife-
renciar situaciones.

Ejercicios propuestos para desarrollar la capacidad de discriminacion
de las situaciones del ejercicio. Asi como afianzar los automatismos de
los procesos mentales a utilizar.
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La Unidad V es muy rica en ejercicios explicados paso a paso y en enunciados de ejercicios a desarro-
llar. De ahi, que no se proponen nuevos ejercicios, sino que se indican algunos que permiten aprender
a descomponer los procedimientos en los diversos pasos a dar.

Metodologia a utilizar en los ejercicios propuestos para esta unidad:

1° Poner a trabajar a los alumnos en grupos, siguiendo estos pasos:

cada alumno lee el texto completo del ejercicio seleccionado por el profesor,

explica verbalmente la categoria del ejercicio, asi como las condiciones del mismo

enumera los pasos que ha dado el autor del libro

discute si todos pasos son necesarios, estudiando la posibilidad de aumentarlos o quitar alguno de
ellos.

oo

=

2° Finalizadas estas actividades

se invita a los alumnos a que formulen una generalizacion de este procedimiento y que le den un
nombre a este proceso

3° Finalmente el profesor...

- reforzard el esfuerzo realizado por los alumnos, intentard dar el nombre que suele darse a este
proceso, si lo conoce,

- Pero, en todo caso, ponderard la importancia que tiene para el enriquecimiento intelectual el de-
sarrollo de este proceso mental.
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UNIDAD IV

ALGEBRA Y SUS OPERACIONES

IV.1 Introduccién al Algebra.

Una cdtedra cuesta el triple de lo que cuesta una masco-
ta mas $2.00. Si hace cuatro afios con ese precio se com-
praban dos mascotas y tres cuadernos, ;Cudnto cuesta
una mascota y cudnto cuesta un cuaderno?

Trata de resolver este problema con los conocimientos aritméticos que tienes ;Podrds hallar una so-
lucion satisfactoria? ;Cudles elementos te faltan para solucionar el problema? Investiga y determina
los precios deseados.

Aqui hay que ampliar la aritmética y es entonces cuando aparece el dlgebra.
(Qué utilidad tiene el dlgebra? ; Por qué no seguir con la aritmética?

Existen problemas [como el anterior) que no se pueden
- resolver con los principios estudiados en la aritmética, y
requieren de otros conocimientos. En situaciones como
esta fue que el drabe Mohamed ben Musa, llamado Al-
guaritzmi, [de donde proviene la palabra dlgebra] us6
por primera vez los nimeros y las letras para la solucién
de problemas que no permitian tinicamente el razona-
miento numeérico.

Mientras la aritmética utiliza cantidades constantes, o sea, los elementos del conjunto de los nimeros
reales, el dlgebra utiliza letras del alfabeto para representar esos mismos elementos.

Esta rama de la matemadtica proporciona los conceptos escalonados, de manera que quien la estudia va
adquiriendo un dominio en los simbolos, férmulas y problemas de manera gradual.

Las expresiones simbdlicas que representan nimeros reales al combinarse con las operaciones ma-

temdticas [suma, diferencia, producto y cociente] forman las expresiones algebraicas y es lo que te
proporcionard el entendimiento del dlgebra.
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(Cémo comprender esta asignatura?

Tu mochila estd llena de expresiones algebraicas, 4 mascotas, tres cua-
dernos, dos ldpices, una goma de borrar, juego de cartabones, dos
boligrafos, etc. Si las mascotas las representas por m, los cuadernos por
¢, los ldpices por [, las gomas por g, los juegos de cartabones por j, los
boligrafos por b, entonces tienes: 4m + 3¢ + 21 + g + j + 2b; teniendo
asi una expresion algebraica.

Del mismo modo -3a + 5ab - 9b* es una expresion algebraica, donde cada uno de sus componentes
es un término algebraico. Asi puedes decir, debo a la tienda 3 libros, y puedes decir tengo —3 libros,
que las puedes representar por -3a’.

(Qué has hecho? Pues, asociar un término practico [4 camisas]
con un término algebraico [-3a*], del mismo modo asocia Sab
con 5 ldpices, y -9b% con la deuda de 9 gomas de borrar.

Las letras que utilizas en las expresiones algebraicas son varia-
bles, la expresidon Sab tiene dos variables y una constante. El
término algebraico Sab estd formado por 5 por a por b, donde 5
es la constante y ab son variables o parte literal del término.

Los términos algebraicos siempre estardn separados por los signos + [positivo] A — [negativo], asi 7 -
Sa + 4b - ¢ es una expresion algebraica formada por 4 términos.

(Cudles partes tiene un término algebraico?
El término -5a° tiene el signo — , el coeficiente 5 y 1a parte literal a, 1a constante 3 que estd encima de
la parte literal es su exponente.

Si tienes xy + xy + xy + xy + xy, ;Cudntas xy tienes? Obtienes Sxy.

Ese 5 que obtienes al sumar todas las xy es el coeficiente.

IV.2 Expresiones algebraicas. Polinomios.

Las expresiones algebraicas las puedes asociar a situa-

ciones de tu medio. Del mismo modo que puedes sim-
plificar: 4 sillas + 3 mecedoras — 5 butacas —8 mecedoras
+ 7 butacas -2 sillas y obtienes: :
4 sillas — 2 sillas + 3 mecedoras — 8 mecedoras — 5
butacas +7 butacas y agrupando los semejantes puedes
obtener: 2 sillas — 5 mecedoras + 2 butacas, asi puedes

reducir:
4s +3m-5b-8m +7b-2s =2s —5m+ 2b
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Las expresiones 4s, ~ -2s son términos semejantes, al

igual que 3m ~ -8m 'y -5b ~ 7b. CONCEPTO:

» b ot o . . Los términos semejantes tienen las mis-
También: 3x°y*, -9x°y*, 7Tx’y* son términos semejantes, mas letras, afectadas de los mismos ex-

mientras que -3x*y?, 7x’y* no son términos semejantes.

ponentes.

Los términos también pueden ser:
Enteros: si no tienen denominador literal, como -3/4 m’n®,
Fraccionarios si tienen una variable en el denominador, asi: -7 m’n’ ;  4a’b*

x* -5¢
la unién de estos conjuntos de términos forma el conjunto de los términos Racionales,

ENTEROS U | FRACCIONARIOS = | RACIONALES

mientras que los términos que conservan el signo v [radical] son los términos Irracionales.

RACIONALES U [IRRACIONALES | = REALES

Los términos se relacionan entre si de acuerdo a su gra-

Bmtn’ A 8mn® do. Si tienen el mismo grado absoluto, son Homogé-

en caso tienen grados neos, entonces son términos homogéneo, y cuando no

4+7==5+6=11 tienen el mismo grado absoluto son Heterogéneos, por
ejemplo.

** Cuando una expresion algebraica tiene mds de un tér-

mino forma un polinomio. 8x*y° A ba’b*
*% Un polinomio de dos términos, el polinomio es un  tienen grados 4 +5=9y3+4 =7,
binomio. Ej:5a-2 entonces son términos heterogéneos.

** La expresion algebraica que tiene tres términos forma
un trinomio. Ej: 4x? - 12xy + 9y?

IV.2.1 Orden y grado de un polinomio.

Si tienes el polinomio 3 + 5a - 7a* + 4a® - 2a*, podrds observar
que estd compuesto por una letra o variable, entonces puedes
nombrarlo por p(a) = 3 + 5a - 7a* + 4a® - 2a* y notards que
tiene cinco términos, que el término de mayor grado es de cuar-
to grado y que sus exponentes van ascendiendo, luego puedes
decir que p (a) es un polinomio de cuarto grado y estd ordenado
en forma creciente.
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Entonces puedes decir que el polinomio q(x) = 3x° - 2x* + 5x° + 6x? - 9x - 4 es de quinto grado y estd
ordenado en forma descendente por tanto q(x) es un polinomio decreciente de quinto grado.

Puedes tener un polinomio con dos variables p(x,y) que
esté ordenado en forma decreciente con relacion a una
variable y creciente con relacidn a la otra, asf :

p(x,y) = x° - 6x°y + 15x*y? - 20x°y’ + 15x%y* - 6xy° + 19, en-
i tonces puedes decir que p(x,y) es de sexto grado porque
H el término de mayor grado es el sexto y estd ordenado en
las dos formas: decreciente con relacion a x , creciente
con relacién a y.

El grado de un polinomio lo determina el término de mayor grado, mientras que el grado de un térmi-
no lo determinas sumando los exponentes de dicho término. Asi puedes decir que el término -8a’b’c
es de décimo grado yaque 4 + 5 + 1 = 10.

IV.2.2 Simplificacion de polinomios.

Si tienes 4 guineos, 5 naranjas y dos pifias en una ces-
ta, y en otra tienes 5 pifias, 13 guineos y 9 naranjas,
(Cudntas frutas tienes de cada una?

Tienes que agrupar las frutas semejantes: 4 guineos con
13 guineos hacen 17 guineos, 5 naranjas con 9 naranjas
hacen 14 naranjas y 2 pifias con 5 pifias hacen 7 pifias.
De esta misma forma puedes reducir los polinomios a su
menor expresion, teniendo en cuenta que las letras repre-
sentan elementos del conjunto de los niimeros reales.

Si tienes que reducir el polinomio 9x - 5y + 3z + 12y - 4x - 7z, a su menor expresion, es necesario
que agrupes los términos que son semejantes : 9x - 4x - 5y + 12y + 3z -7z = 5x + 7y -4z

Si observas los ejemplos de las operaciones con polinomios, podras
construir sus reglas, empleando tus propias palabras.
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Ejemplos:
Reduce estos polinomios a su menor expresion:

1. 942 - 12ab + 8V* - 4a* + 17ab - 7H? Solucion:

Tienes que agrupar los términos que

2442 — 5.2 . : :
da” - 4a Sa son semejantes, es decir, los que tienen

-1 22ab +2 1 7‘1[72 = Sab las mismas letras afectadas de los mis-
8b*-7b* = b mos exponentes, entonces:
9a’ - 12ab + 8 - 4a’ + 17ab - 70 = 5a* + 5ab + b*

2. 2/3 m’n - 3/4 mn? + 2/5 m’n + 5/8 mn? Solucion:

2/3m’n + 2/5 m’n = [2/3 + 2/5]m’n = 16/15 m’n Tienes que agrupar los términos que

34 mn® + 518 mnd = [-3/4 + 5/8]mn’ = - 1/8 mn’ tienen las mismas letras afectadas de

los mismos exponentes, entonces:
2/3 m’n - 3/4 mn? + 2/5 nm’n + 5/8 mn® =16/15 m’n - 1/8 mn®

3. 8m* - 7a°D? - 15m* + 5a°b° + 3x°y° - 2a°b® + 9m? - x5y° Solucién:

Sm - 15m* + 9m* = 2m* Tienes que agrupar los términos que

7820 + 5a20° - 2820} = -4’ tienen la misma parte literal afectadas

300 - Xy = 215y de los mismos exponentes, entonces:

8m* - 7@’b’ - 15m? + 5&°0° + 3x°y° - 2a°D® + 9m? - X°y° =2m? - 4a°D® + 2x°y°
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Es el momento de practicar [o arrendido:

1. Escribe tres expresiones de cosas y relacionalas con expresiones algebraicas

a. b. C.
a. b. C.

2. Escribe cinco términos y tres polinomios:

-
-
-
-
-

3. Construye tres polinomios crecientes y dos decrecientes. Coloca su grado en el cuadrito.

DO

4. Construye tres polinomios binomios y dos polinomios trinomios de segundo grado.

2. 3.
2.

5. Coloca en la raya el coeficiente de cada término:
1.2x 2.-89x 3.5/4ab* ___ 4. m’n’ 5. 83ax_____
6. Coloca en el cuadrito el exponente que corresponda a z.
1.3z 2.- 8az* 3.-728 4. 8mz*
7. Contesta correctamente:
1. Explica la diferencia entre 7a 'y a’
2. Escribe cinco términos cuyos coeficientes son los cinco primeros nimeros pares.

3. Escribe cinco términos cuyos exponentes son los elementos del conjunto:
P = {x/x es un nimero impar menor que 10}.
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4. Escribe un conjunto que tenga tres polinomios de cinco, seis y ocho términos, ordenados
cada uno en forma ascendente.

5. Escribe un conjunto que tenga un polinomio de cinco, cuatro y tres términos, ordenados cada
uno en forma descendente.

6. Escribe dos conjuntos, de forma tal, que uno tenga un polinomio de cinco términos y el otro
de seis términos, cada polinomio debe tener dos letras, una en forma decreciente y la otra
en forma creciente.

8. Hallar dos interpretaciones para cada una de las siguientes expresiones algebraicas.

1. 2x 2. z+3

2. g/3 4, d+5

3. 2p+1 6. 3m-2

4. (u+1)/3 8. 2t+7

5. 9x +4x 10. 7x

6. x+15 12. 2b-3

7. 4x+1) 14. x/4-2

8. 22v+1) 16. z + 2z+)5)
9. n+(n+1) 18. y*—-4

10. s — x* 20. x + (100 - X)

9. Traducir las frases del espaiiol al lenguaje algebraico.

5 sumado a x

2x aumentado en 4

2 restado de 3x

La diferencia entre 2x y 5

La suma (x + 6), dividida entre 3
M sumado a N

N restado de 15

1 menos que Z

3x multiplicado por y

. Un medio de la suma, (X +y)

. Para cubrir una pared de un salén se necesitaron 6 secciones de material de recubrimiento,
cada uno de x pies de ancho. Que tan larga es la pared?

. Un drbol tiene una altura que es un medio de la altura de otro. Si H es la altura del drbol mds
alto, representa la altura del arbol mds pequefio.

. El piso de lindleo de una cocina rectangular estd hecho de cuadros, cada uno de X cm de
lados. Si el piso tiene 8 cuadros por un lado y 12 por el otro, cudles son las dimensiones
del piso?

14. Un granjero construye su gallinero de un ancho que es un cuarto del largo. Si X es el nu-

mero de metros del largo, expresa el ancho en términos de X.

— = 0 00 1 O W B~ WDN =

—
[\

Ju—
W
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15.

16.

17.

18.

19.

Juan tiene K libros y Maria tiene el doble mds uno que Juan. ;Qué expresion algebraica
representa el nimero de libros de Maria?

Manuel tiene X afios de edad. Tomds es un afio menor. ;Qué expresion algebraica repre-
senta la edad de Tomds?

La longitud de una pista de un gran aeropuerto es el duplo de una pista pequefia. Dibuja
dos rectas que representen ambas pistas y expresa la longitud de cada una en términos de la
misma variable.

Un cuaderno costé 28 pesos mds que un ldpiz, x epresenta el costo de 5 ldpices y dos cua-
dernos.

Una firma produjo H unidades de cierto articulo durante su primer afio. La produccién au-
mentd en 5000 unidades durante cada uno de los afios siguientes. Expresa el nimero de
unidades producidas durante el tercer afo.

20. La suma de dos nimeros es 57, y X representa el nimero menor. Encuentra una expresion

algebraica para el nimero mayor.

10. Reduce estas expresiones algebraicas a su menor expresion.

11.

1.
2.
3.
4.
3.

5x2y3 - 4Ax?y? + 7x%y7 - 6x%y° + X%y’ - 223y =
4.5x%y8 + 6.8x%y° - 13.7x%y% + 3x%y% =

7/9 a’b? - 3/18 a’b’ - 4/9 a’b* + 1/8 a’b’ =
-3m'n - 7m’n - 4mn - 12m’n - Sm'n =
12x7 - 5xy° - 7x% + 8xy® + 3x% - 14xy’ =

Escribe los polinomios en la variable y grado indicado:

12. Expresa estos polinomios en forma reducida:

COEeR N
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. p(x)= Sto grado creciente.

2. g(m)= 4to grado decreciente

3. h(y)= 6to grado creciente

4. p(x,y)= Sto grado decreciente y creciente
5. q(m,n)= 7mo grado decreciente y creciente

p(x)=3x"-4x+ 1 A q(x)=3+4x-9x° p(x)Uq(x)=
p(m)=5m’+4m?’-3 A q(m)=4m-7m’- 8m’ p(m)U q(m)=
h(y)=-9y+57°-7 Aogy)=6-4y +4y h(y) U gly) =
q(a) =2/3 a-4/5a A r(a)=3a’-5a q(a)U r(a) =
P(xy)=3x-4xy+y* A q(x,y)=3y2 +4xy-5x2 p(x,y)U q(x,y)=
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IV.2.3 Operaciones con los Polinomios.

Adicion de Polinomios. Propiedades.

Si sumas el polinomio p(x) de grado n con el polinomio g(x) del mismo  p(x) + q(x) = s(x)
grado obtienes otro polinomio p(x) + q(x) = s(x) de grado n, donde los

polinomios p(x) y q(x) son los sumandos y sumandos = suma o total

el polinomio s(x) es la suma o total.

Si los grados de los polinomios p(x) y q(x) son diferentes el polinomio s(x) tiene el grado indicado por
el polinomio de mayor grado.

Propiedades de la Adicion.

** Ley de Existencia. La suma de polinomios es siempre posible.
*%* Ley de la Clausura. La suma de nimeros naturales es un nimero natural.

*%*  Conmutativa. Puedes cambiar el orden de los sumandos y el total es siempre el mismo.
P (X)+q(x)+1(x)=1(x)+p(x)+q(x)=q(x)+1(x)+Pp(x)

*%  Asociativa. El total no se altera, aunque se establezca la suma entre varios de los su-
mandos:
p(X)+q(x)+r(x)=px)+[q(x)+r(x)] =[p(x)+q(x)]+r(x)

**  Ley Aditiva. Si a ambos miembros de polinomios iguales, le sumas polinomios iguales,

obtienes polinomios iguales.
1p(x)=q(x), entonces p(x)+r1(x)=q(x)+r(x)
** Ley Cancelativa. Si a ambos miembros de polinomios iguales, le restas polinomios iguales,
obtienes polinomios iguales.
Sip(x)+r(x)=q(x)+r(x),entonces p (x) =q (x).

Suma de Polinomios.

Si tienes que sumar el polinomio p(x)=4x -5 +2x - 7
p(x) =4x’ - 5x* + 2x -7 con q(x) = 7x’+4x* -5x +9
q(x) =7x* + 4x* - 5x + 9 obtienes p (x) +q (x) =11 - x% -3x +2

P(X)+q(x)=(@x -5 +2x-7)+ (7 +4x> - 5x + 9) =
=@X+Tx)+ (S5 +4x) + 2x-5x)+ (74 9)=11x° -x* -3x + 2

La adicion de polinomios, es el polinomio que tiene los polinomios sumandos, pero
con los términos semejantes reducidos, con el grado que tenga el polinomio suman-
do de mayor grado.
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Si deseas sumar el polinomio p(a, b) = a> + 3ab* + 5a°b? con q (a, b) = 4ab* -5a* -8a°b?, los reduces a
su menor expresion agrupando los términos semejantes, asi:

p(a, b) + q(a, b) = (@ + 3ab’ + 5a°b? ) + (4ab? - 5a° - 8a’h?)
reuniendo términos semejantes obtienes:

=(a’ - 5a°) + Bab? + 4ab?) + (5a°b? - 8a’°b?) = - 3a°b? - 4a° + 7ab’ es el total.
Sumar p(m) =2 - 4m + 5m? - 8m’ con q(m) =-9 + Tm + 3nm’,

Puedes usar el método préctico, colocando p (m)
primero y debajo colocar q(m) de forma que que-
den semejantes debajo de semejantes, teniendo en
cuenta que en q(m) no hay m% y que por tanto su
coeficiente es cero.

p(m)= 2 -4m + 5m? - 8m’

q(m) = -9 + 7m + Om? + 3m’
p(m) +q(m)=-7 + 3m + 5m? - 5m’

Es el momento de practicar [0 aprendido

1. Reduce cada conjunto a su menor expresion.

{2a? + 3ab - 5b°, 6b* - 15ab + 7a*}

{6xy - 7x% - 3y?, -24xy - 6y?, -14x? - 4xy + y*}

{2.3m?- 3.4 mn + 5n%, 6.7mn - 3.5m? - 7.2n°}

{3/4 x° - 8%y + 2/5 xy? - 3y°, 4/5 X%y - 3/4 xy* + 5/8 y*}
{8-3r+7r*-5r°,3r-9 +3r-85-6r’+ 2r’}

© a0 os

2. Establece la adicion de estos polinomios.

a. [5a° - 8a’°b] + {4d’ - 9ab’ - b’} + (-3a°b + 6ab’ - &)
b.  (12x* - 8x%y + 4x%y?) + [12x%y - 9xy?] + {7x7 - 3y* - 5x%y*}
c. A5m’n-12mn? + 7n°} +(I18mn? - 24m?n) + [6m’n - 7n° + 2m’]
d. (56 + 8¢%d - 6d°) + [7cd? - 9¢% + 2c%d + 9d°] + {4d° - 3¢d + 7}
e. [6m’-8m'n + 7mn’] + {2mn’ - 4n°} + Gmn - Sm*n’ + 61°)
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3. Sipx)=3-7x+4x°-2x, q(x) =-5+3x -8’ +2x! ~ r(x)=9-7x+4x? - 8x° determina
el total de:
a  px)+q(x)= C. q(x)+r1(x)= e. p(x) + q(x) + [-r(x)]
b. p+r(x)= d. p(x) + [-q(x)] =
4. Si p(x,y) =x7-2xy +)% q(x,y) =3y’ -4xy - 5x* "~ r(x,y) = 9x’ + 3xy + 3x? determina:
L px,y)+q(x,y) 2. p(x,y)+1(x,y) 3.q(x, y)+1(x,y)
4. 1(xy)+ [-p(x, )] 5. -q(x, y) + [-r(x, y)]

Sustraccion de Polinomios.

Si tienes que caminar cinco cuadras para ir desde tu casa
a la escuela y la libreria queda a tres cuadras de la es-
cuela en el mismo sentido, ;Cudntas cuadras tienes que
caminar para ir desde tu casa a la libreria?

5 cuadras + 3 cuadras = 8 cuadras

Si estds en la libreria y regresas a la escuela
(A qué distancia de tu casa te encuentras? 8 cuadras - 3 cuadras = 5 cuadras

Como puedes apreciar, la sustraccion es una operacion inversa a la suma, donde se conoce el total y
uno de los sumandos para hallar el otro sumando.

La resta es una operacion matemadtica inversa a la suma, SiM-S=D entonces D+S =M
tal que conocido el total (Minuendo) y uno de los suman-
dos (Sustraendo), se halla el otro sumando (Diferencia).

La diferencia A - B = A+ (-B), o sea, la resta de dos conjuntos, se convierte en la suma del mi-
nuendo con el sustraendo cambiado de signo.

Si te digo, de 20 restar 23 ;Cdémo lo expresas? 20 - (+23)=-3
(Cudl es el sustraendo?
(Cudl es el minuendo?

Pero si fuera: de 20 restar -23, ;Cémo lo expresas?

20-(-23)=43 (Cudl es el minuendo y cudl es el sustraendo?
** Si tienes que restar 8 de 15, entonces tendrias: - 15+(-8)=7
pero si fuera de 8 restar 15 entonces seria: _— 8-15 =8+ (-15)=-7.

**% Sj ahora debes restar -7a’b’ de 5a°b°, entonces ten- 5
drfas que sumar al minuendo 5a°b’ el opuesto del ———— > a
sustraendo, lo que significa:

b + (+7a*b%) = 12a°b°.
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**  Si de 9x%y? vas a restar 17x°y?, entonces tienes que 0%y + (-17xy?) = -8x°?
sumar al minuendo 9x%y? el opuesto del sustraendo > Y Y .
12x%y?, 1o que te darfa:

0 Siti 1 i6n algebraica 7x' - 5%y +47 +

i tienes la expr65130n a g;: raica 7 x?) Iy’ 9y3 81 + 6y - Oy’ + 7y
para restarla de 8x° + 6x°y - 9xy* + 7y’ tendrias
P . ; _ -7+ 55Xy - 4xy? - 9
que saber ;Cudl es el minuendo y cudl es el sus- > T I
traendo?, al minuendo es a quien le vas a quitar, y O HLxy - Doxym -2y
el sustraendo es lo que vas a quitar.

En sentido general, si tienes una expresion q(x) y la vas a restar de otra p(x), tendrias
que sumar al minuendo el opuesto del sustraendo.

p(x) restar q(x) — p (x) +[-q(x)] A Restar q(x) de p(x) —> p(x) + [-q(x)]

**  Ahora puedes restar 7x° - 5x*y + 4xy*- 9y’ de 8x7 + 6x%y -9xy? + 7y, asf:
[8xX + 6x%y -9xy? + 7y°] - [7x7 - 5x%y + 4xy* - 9y°] =

=(8x7 - 7x%) +[ 6x%y -(-5x%y)] + [-9xy? - 4xy*] + [7y° -(-9y°)] = X + 1Ix?y -13xy* + 16y’

¥ Sip(x)=4-7x+ 5x* -8  determinas: 1. p(x) - q(x)
q(x)=5x+7x- 6x+1 2. q(x) - p(x)
r(x)=9-x+5¢ - 4x° 3.p(x) - 1(x) + q(x)

4. q(x) +1(x) — p(x)
5. De la suma de p(x) con r(x) restar q(x)
6. Restar p(x) de la suma de q(x) con r(x).

Soluciones:

Se suma al minuendo, el opuesto del sustraendo y se obtiene:

L. p(x)-q(x) =p(x)+[-q(x)] =

= [4-7x+ 53-8+ [-(5X° + 7x*-6x + 1)] como el opuesto al sustraendo es:
-5x° - 7x* + 6x - , ahora agrupas
=[4-7x+ 58 -8] + [-5x° -7x* +6x-1] = los términos semejantes: y obtienes:

=[4-1-7x +6x+ 5x°-7x*- 8% - 5x°] =
=3-x-2x*-13x =
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2. qx)-px)=qx)+[-p(x)] =[5 +7x*-6x+ 1]+ [-(4 - 7x + 5x? - 8X%)] =

Si le cambias los signos al sustraendo, obtienes:
=[5+ 7x2-6x+ 1]+ [-4+ 7x-53%+ 8] =

entonces agrupas los términos semejantes: =
[5° + 8 + 7x2-5x%-6x + 7x +1 -4] =

y obtienes: =13 +2x +x-3

3. P (¥) —r(x) + q(x) = p(x) + [-r(x)] + q(x) =

El sustraendo es el que tiene menos (—) delante, entonces cambias los signos a cada término de ese
polinomio

=[4-7x+ 52 =81+ [ (9 —x + 52— 4x%)] + [5X° + 7x°— 6x + 1]

=[4—-7x+ 5 =8+ [-9+x—-5x* +4xX°] +[5 + 7x*—6x + 1]

Agrupas los términos semejantes:
=50 A+ 8 + T+ 5 -5 —6x— x+7x+1+9-4=
y obtienes: =9x*+7x +6

4. q(x) + r(x) = p(x) =q(x) + r(x) + [-p(x)]  Esto es suma y resta combinada:
=[5 +TxX° = 6x+ 1]+ [9—x+ 58 -4+ [- (4 = 7x + 5x* — 8F)] =

encuentras el opuesto del sustraendo :
=[5 +7x-6x+ 1] +[9—x+ 52 —4X+[-4 + 7x - 5x* + 8] =

agrupas los términos semejantes:
=50 A+ 8 + 7+ 5% - 5% - 6x—x+7x+1+9- 4=
y obtienes: =9 +7x+6

S. De la suma de p (x) con r(x) resta q(x)

En este caso tienes que sumar p(x) + r(x) y
luego restarle q(x), entonces tienes : p(x) + 1(x) - q(x) = p(x) + 1(x) + [-q (x)] =

=[4-7x+ 582 -8 +[9-x+ 52 -4+ [-(5X + 7x2-6x + 1] =
=[4-7x+5-8°]+[9-x+ 52 -4+ [-5X° - 72+ 6x—-1] =
=[4+9-1-7x-x+6x+5x2+52-7x°-83-4x*-5x] =12 -2x+3x*-17x°
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6. Resta p (x) de la suma de q(x) con r(x)

Ahora tienes que sumar q(x) con r(x) y

luego restarle p(x), o sea:

q(x)

+1(x) - p(x) = q(x) + 1(x) + [-p (x)]

sustituyes por cada polinomio y obtienes:

=[5 +T7xX2-6x+ 1]+ [9-x+5x%-4xX] + [-(4-7x + 5x% - 8] =
encuentras el opuesto del dltimo polinomio y obtienes :

=[5 +7x%-6x+1+9-x+5-43 -4+ 7x-5x + 8] =
ahora agrupas los términos semejantes, asf:

=50 -4+ 8 + TP+ 5x2 -5 -6x-x+T7x+1+9-4=

y obtienes :  =9x° + 7x? +5.

¥ Si o p(x,y)=3x7 - 4xy + 5y?
q(x, y)=Ty* + 6xy - 5x?
r(x, y) = 4x* - Txy - 6y?

Soluciones:

1. 1Y (x) y) + q(x; y) - r(x, y)

Colocas el primer polinomio y debajo colocas
el segundo, de forma tal que los términos
semejantes queden alineados verticalmente,
luego cambias los signos de los términos del
tercer polinomio y colocas cada término debajo
de su correspondiente, asi:

determina:

L px,y)+q(x,y)-1(x,y)

2. q(x,y)-p(x,y) +1(x,y)

p(x,y)= 3x* - 4xy +5y*
q(x, y) = -5x* + 6xy + 7y?
r(x, y) =-4x? + Txy +6y?

p(x,y)+q(x,y) +[-r(x, y)] = -6x° + 9xy + 18y*

2. q (x) y) - p(x; y) + r(x, y)

q(x, y) = -5x* + 6xy +7y*

p(x, y)=-3x" +4xy -5y

r(x, y) = 4x° - 7xy - 6y?

q(x, y) + [-p(x, y)] + 1(x, y) = -4x* + 3xy - 4y’
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(Qué has hecho con estos polinomios?
(Cudl estd con signos opuestos?

(Es comoda esta forma de expresar los
polinomios?

(Es mds fécil esta forma?

Elige la forma que mds te convenga.
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Es el momento de practicar [0 aprendido

1. Crea tres minuendos y tres sustraendos y determina la diferencia.

Minuendo - sustraendo

diferencia

2. Resuelve:

De - 12a%b’c restar - 3a°b’c

De 3 - 4x + 5x* + 7x° restar 4x° - 5x + 2

Restar -15x°y*z° de -9x°y*z’

Restar 64’ - 4a°b + 7ab? - b’ de 5a°b - 8ab’ + 4a’

De % m’-23m?> + om + 4.5 restar % -3/5m + % m? - %4 m’

Restar 9x? - 12y? + 5xy de x? - xy - 5)?

De la suma de 4m’ - S5mn - 7n con 12n? - 7mn restar 8m? - 9mn + 15n° - m*n

Restar la suma de 4a? - 6b° con 3b? - ab + 3a® de la suma de 124’ - 4ab - b* con 4a’ -
3ab - 8b®

De la sumade 4x -8 + 5x?con 9 - 4x - 6x° restar 12x - 7x*> + Scon 12x* - 8x - 7.

S@ o a0 op

-

3. Completa el siguiente cuadro:

Minuendo Sustraendo Diferencia
5a’ - 3ab + 2b? @+ S5ab - 7b% + 3
8x7 - 3x%y + 2xy? - 9y’ 2x7 + 5x%y - 4xy* + ¥°
7m’ - 9n’ + 4m’n 5n? - 7mn? + 4m’n - 9m’
2x7 - 5x* + 6x -2 5-3x+ 7% + 8¢

3. Sip(x) =3-5x+7x>-6x°; q(x) =9 -5x> +7; r(x) =8x* -2x + oy s(x) =% x3 - Y4 x2 + >
x+5, determina:

a. p(x) - q(x) +1(x) £ [p(x) - s(x)] + [q(x) - 1(x)]
b. q(x) + s(x) - p(x) g. De la suma de p(x) con s(x) resta la suma de q(x) con r(x)
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c. r(x)+s(x)-q(x) h. Resta la suma de s(x) con q(x) de la suma de r(x) con p(x)
d.s(x)-r(x)-q(x) i. Resta p(x) de la suma de r(x) con s(x)
e.p(x)-s(x)+r(x)-q(x) j- De la suma de p(x) con q(x) resta la suma de -r(x) con -s(x).

Multiplicacion de Expresiones Algebraicas. Propiedades.

Juan tiene una caja de refrescos como la que se ilustra
en la figura, que le costé6 RD$480.00, si cada refresco lo
vende a RD$30.00 ;Cuadnto se gana en la venta?

Para determinar cudnto se gana en la venta de los refres-
cos de la caja tienes que saber por cudnto los vende to-
dos. Para ello tienes que sumar 30.00 tantas veces como
latas de refresco haya. Cada fila tiene 3 latas y son 6
filas, significa que 3 + 3 + 3 + 3 + 3 + 3 = 18 latas, cada
lata la vende a $30.00.

Cada fila cuesta 3 x 30.00 = $90.00, ahora, bien son 6 filas, entonces: 90+90+90+90+90+90 igual
a 540.00. Como pagé 480.00. Entonces 540.00 — 480.00 = 60.00. Eso quiere decir que se gano
$60.00.

Puedes obtener el valor de la caja de refrescos en una forma mds reducida si utilizas la multiplica-
cion, ya que la multiplicacidn es una suma abreviada, tendrias: 6 veces 3 =6 x 3 = 18 latas de refresco.

Como cada refresco cuesta $30.00 entonces 18 x 30 = 540.00.

6 x 3 =18
factores = producto
multiplicando x multiplicador producto

Los componentes de la multiplicacién son los
factores y el producto, los factores son el multi-

cando y el multiplicador.

La multiplicacion es una operacion matemadtica que tiene por objeto: dado un con-
junto llamado multiplicando y otro multiplicador, hallar un conjunto llamado pro-
ducto que sea respecto del multiplicando, en valor absoluto y signo, lo que el multi-
plicador es respecto a la unidad positiva.

Propiedades de la Multiplicacion.
Si A, B y C son expresiones algebraicas, entonces se cumplen las siguientes propiedades:

**% Ley Conmutativa. (p x) * q(x) * r(x) =q(x) *r(x) * p(x) =r1(x)* p(x) * q(x)

EL ALGEBRAY SUS OPERACIONES 110 CURSO DE NIVELACION




MATEMATICA MESCyT

** Ley Asociativa. p(x) * qx) *1(x) =[p(x)* qx)] * r(x) =px) * [q(x* 1(x)]
** Ley Disociativa. p(x) * [q(x) * r(x)] = [p(x) * q(x)] * 1(x) = p(x) * q(x)* 1(x)
** Ley Distributiva.

I. [p(x)+q(x)jn=np(x)+nq(x) 4+5)7=4x7+5x7=(9)7=28+35=63

2. mlr(x)—t(x)]=mr(x)-mt(x) @4-57=4x7-5x7=(-1)7=28-35=-7

3. nlp(x) —q(x) +1(x)] =np(x) —nq(x) + nr(x)
58-3+2]=5@8)-53)+5(2)=5(7)=40-15+10=35

** Ley de los Signos. Si tienes que multiplicar 6 x 3 es lo mismo que sumar 3 seis veces:
343+3+3+3+3=18 6 sumar6tresveces:6+6+6=3(6)=18
pero si tienes que multiplicar -3 por -6 puedes expresarlo asi -(3) x (-6) que seria
-[(-6) + (-6) + (-6)] = -[(-18)] Esto significa el opuesto de —18 que es + 18.

¢ Qué conclusion obtienes?

Si el multiplicando y el multiplicador tienen el mismo signo, entonces el producto es

positivo.
Pero si tienes que multiplicar +3 por -6, entonces tendrias tres veces -6, es decir
(—6)+(— 6)+(— 6)=—18, o si tienes -3 por 6, entonces serian seis veces (-3), es decir:

(=3)+(=3)+(—=3)+(—=3)+(—=3)+( —3)=—18
(Cudl conclusion obtienes? Si los factores tienen signos diferentes (+) (-) entonces, el producto es
negativo

Coloca en la raya la propiedad que se cumple y coloca en el cuadrito el producto:

3x4x5 = 4x5x3 = 5x3x4 =

50x7 = 2x25x7 = 2x5x5x7 =

2x4x5x9 = 8x5x9 = 10x4x9 = 8x45 = 18x20 =
5(8+7)=5x8 +5x7=5(15)=40 + 35 =
[12-5]7 =12x7 -5x7=[7]7T=84-35 =

S e

Habrds notado que las expresiones algebraicas son como los refrescos del huacal, donde para hallar
su valor tienes que multiplicar cada botella por su precio. Ahora tendrds que multiplicar términos que
con: signos, coeficientes, variables con sus exponentes; tendrds que recordar el concepto de exponente
a.a.a.a.a=a,eneste caso se copio la letra a y se sumaron sus exponentes, del mismo modo, si
tienes que multiplicar 3a? por -4a’ tendrias que multiplicar los coeficientes con sus signos (+3) por (-4)
= -12 copiar la variable y sumar los exponentes de las bases iguales :-12a*** = -124°
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En cursos anteriores aprendiste que en el producto de
potencias de igual base, se copia la base y se suman los exponentes: ar a" = am"

@ (). a* = P =

**  Sj tienes que hallar el producto de: [-4x%y’](7xy’z){-3x°z*}, debes multiplicar los coeficientes con
sus signos:[-4](+7){-3} = +84, luego copias todas las variables y sumar los exponentes de las
variables comunes:

[_4x3y5](7xy3z){_3xiz4} =+ 84x3+l+5y5+3zl+4 - 84X9y8Z5

** Sji deseas hallar el producto de: [3a] por (5a* - 7ab + 4b*), multiplicas el primer factor por cada
uno de los términos del segundo factor:

[3al(5a® - Tab + 4b%) = 3a(5a°) + 3a(-7ab) + 3a(4b?) = 13a’ - 21a°b + 12ab?

** Si tienes que hallar el producto de (4x? + 8x - 12) por [3%x?], debes multiplicar cada término del
multiplicando por el multiplicador, asf :

(4x% + 8x - 12) [%4 x?] = 4x% [%4 x*] + 8x [%4 x*] + (-12)[%4 x*] =
al multiplicar los coeficientes tienes que recordar
= 12/4 x* + 24/4 x3 - 36/4 x> = 3x* + 6x3 - 9x?

que para multiplicar un entero por un quebrado se multiplica éste por el numerador y se divide entre
el denominador.

**  Si ahora tienes que multiplicar (3a - 4b) por [2a® - 5ab + 6b?], debes multiplicar cada término del
primer factor por cada uno de los términos del segundo factor, asf:

(3a - 4b)[ 2a? - 5ab + 6b%] = 3a[2a’ - 5ab + 6b°] + (-4b)[24a° - 5ab + 6b°] =
= 6a’ - 15a°b + 18ab? -8a’b + 20ab’ - 24b°
ahora agrupas los términos semejantes — 15a°b — 8a’b = —23a’b A +18ab* + 20ab? = 38ab’ y ob-

tienes:
=64’ — 23a’b + 38ab> — 24b°
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** Si tienes que multiplicar [S5x* - 4xy + 7y?] por (3x + 2y), ;Cdémo hallarfas el producto?

colocas el multiplicando y debajo el mul-

5x2-4xy + 7y?
5x% - dxy +7y? tiplicador, asf : oy
3x 42y Multiplicas el primer término del multi- x4
plicador por cada término del multipli- 15x° - 12x%y + 21xy?
cando.

X 5 4 17

ahora multiplicas el segundo término

15 |12 |21 del multiplicador por cada término del
2 10 -8 |14 multiplicando.
5x% - 4xy + 7y?
Tienes luego que reducir los términos + 3x + 2y

semejantes de estos dos productos

3 2 2
para obtener: les’ = sy o 2y

+ 10x%y - 8xy* + 14y’
153 - 2x%y + 13xy? + 14y’

También puedes hallar este producto por coefi-
cientes separados, formando una tabla de doble
3 entrada, como la que aparece a la izquierda: los
coeficientes 5 -4 7 del multiplicando for-
man la primera fila y los coeficientes 3 2 del
multiplicar estdn en la primera columna. Ahora
multiplicas cada elemento de la fila por cada ele-
mento de la columna y el producto se coloca en la
interseccion de la fila con la columna, asi:

En la interseccion de la primera fila con la primera co- X 5 417
lumna estd el 15 que es el coeficiente del primer término
del producto. El coeficiente del dltimo término 14 apa-

3 15 [-12 |21

rece en la segunda fila y tercera columna. 2 10 -8 |14
X 5 4 7 El coeficiente del segundo término del producto es la
suma de la interseccion de la primera fila con la segun-
3 15 |-12 21 da columna 10 + (12) = -2 mads la interseccion de la
2 10| -8 |14 segunda fila con la primera columna segtin muestra la
diagonal.
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El coeficiente del tercer término del producto estd formado por la suma de la interseccion de la primera
fila con la tercera columna (21), mds la interseccidn de la segunda fila con la segunda columna (-8), o
sea 21 + (-8) = 13.

Ahora tienes que determinar el grado del producto, sumando los grados del multiplicando mds el del
multiplicador : 2 + 1 = 3. Los términos en los factores deben estar ordenados con relacion a las varia-
bles y en ese mismo orden deben aparecer en el producto.

(5x%-4xy + 7y?)[3x + 2y) =‘ 15x° - 2x%y + 13xy? + 14y° '

** Compara la forma de coeficiente separados con la formas anteriores al hallar el producto de
(3x? + 4)[4x* - 3x* + 7]. Recuerda que debes tener los factores ordenados con todos sus términos,
osea: (3x2+0x + 4)[4x* + 0x* - 3x2+ 0x + 7]

X 3 0 4 La tabla es:

4 12 0 16 (Cudl es el grado del producto?

0 0 0 0 (Cudntos términos tiene el producto?

2 9 0 |-12 (Cudntos términos nulos tiene el producto?
0 0 0 (Cudl es el producto?

7 21 0 28

Es el momento de practicar [0 aprendido

1. Determina el producto de:

1. [-4x2](3x3y) {- 15 xy*z} = 9. (-8m’n)[6a’m*n’ [{-5a°m'n’} =

2. [5S3d*X](-3S0Y [{-4dyP} = 10. (3/5a°m’n’x5)[5/8b°m’x*y? | =

3. (-3.8a’b*c)[5.006a°bc [{-9.2a°b*d*} = 11. [-5m?](4m’ + 5m? -8m + 7) =

4. 7a°b?*[3a® - 2ab + 5b°] = 12. [3x*-5x + 6](4x-7) =

5. (5m? - 8n° + 3mn)[3m- 5n] = 13. (3x? - 2y?)[2x% - 7x%y + 3xy? - 5Y°] =

6. [-3+4x-X°](3x3-4x* + 1) = 14. (2 + 5m)[% - 3m?] =

7. [5a + 3a°](3/5 - 2d°) = 15. (2/3 - Y% x)[4/5 - % x + 3x%] =
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2. Sip(x) =4x-1, q(x) =3x’+2x+5, r(x)=6-2x "s(x)=2-5x+8x?-4x> coloca en la
raya el producto que se te pide :

1. p(x)q(x)= 4. p(x) r(x) =
2. p(x)s(x)= 5. q(x) r(x) =
3. q(x)s(x)= 6. r(x) s(x) =

Prueba que: 1. p(x).q(x)=q(x).px)

NOTA HISTORICA:

Paolo Ruffini

Nacio6 el 23 de septiembre de 1765, en Valentano, Italia. Se graduo
primero de médico y luego se dedico al estudio de la matematica,
logrando hacer varias investigaciones en el conjunto de las ecuacio-
nes. Por sus publicaciones fue nombrado profesor de Analisis y de
Matematica de la Universidad de Mddena, la cual fue suspendida
durante la ocupacion francesa a lItalia, y luego se restablecié al
entrar los austriacos a Médena en 1799. Sus obras son: “La Teo-
ria General de Ecuaciones” y Reflexiones sobre la Solucién de
Ecuaciones Generales”. Es autor ademas de la Regla que lleva su nombre al tratar los
cocientes de polinomios. En 1806, fue profesor de Matematica de la Escuela Militar de
Modena. Cuando el duque de esta ciudad recobr6 sus Estados, lo nombré rector de la
Universidad. Fue presidente del Instituto de Ciencias de su pais y se puede decir que fue
el iniciador de la Teoria de Grupos. Ruffini muri6é a los 57 afios, el 10 de mayo de 1822.

Division de Expresiones Algebraicas. Propiedades.

Si 5 mascotas te cuestan RD$60.00
(Cudl es el precio de una mascota?

5 mascotas = 60.00

1 mascota = 60.00 =5 =12.00
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Para obtener el precio de una mascota tuviste que rea- skl

lizar la operacion inversa a la multiplicacidn, que es la 60 /5 divisor
division, donde se conoce el producto de dos factores [ 0 12 cociente
dividendo] y uno de los factores [divisor], y es necesario residuo

encontrar el otro factor [cociente].

Si tienes 5 x 12 = 60, eso significaque 60 +5=12 A 60+12=5

(Qué pasaria si multiplicas 60 por el inverso de 5?

Como el inverso de 5 es 1/5, entonces: 60x1/5 =60/5 =12
del mismo modo 60x1/12=60/12=5

Si D(x) es el dividendo, d(x) es el divisor,
C(x) es el cociente y r(x) es el residuo, entonces D(x) + d(x) , Sl d(x) + r(x) = D(x)

El grado del polinomio D(x) tiene que ser mayor o igual que el grado del polinomio d(x).
Si el residuo es cero: (Cémo es la divisiéon?

({Cbémo es la divisién cuando tiene un residuo diferente de cero?

Propiedades de la Division.

La division goza de la propiedad distribu- [AX)+B(x)-Cx)]+D®x)=[AX) + DX)] +
tiva respecto a la suma algebraica.
Para expresiones algebraicas: A(x), B(x), + [B(x) + D(x)] - [C(x) = D(x)]

C(x) y D(x), se cumple que:
Como la divisién es un caso especial de multiplicacién, puedes comprender que: el cociente de expre-
siones algebraicas con iguales signos es positivo y el cociente de expresiones algebraicas con diferen-
tes signos es negativo.

(+A)+(+B) =+C [+30]+(+5)=+6 (-A) +(+B)=-C [+30] =+ (-5)=-6

(<A)+ (-B) =+C [30]+(-5) =46 (+A)+(-B) =-C [-30] + (+5)=-6

Casos Particulares de la Division.

1. El cociente que se obtiene al dividir una expresiéon matemadtica A(x) entre cero no estd determi-
nado en el conjunto de los nimeros reales :

A(x) + 0 =no puede ser, Si A(X) #(0 =———————) A(x)+ 0 = indeterminacidn.
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2. Sieldividendo es cero y el divisor también es cero entonces puedes obtener infinitos cocientes,
ya que todos los nimeros multiplicados por cero dan cero.
0+0=nporquen (0)=0,sin € R A N # 0 e 0+ 0 = infinitos nimeros

3. Sieldividendo es cero y el cociente es un elemento del conjunto de los: nimeros reales: R = {x/x
es un nuimero real}, entonces el cociente es cero.

0+n=0porque 0(n)=0,sin € R A n# () =————— ()+n=0

49587 /12
Si el dividendo es el polinomio p(x) = 8x* + 12x? 48 4132
* + 6x +1y el divisor es el polinomio q(x) =2x + 1 15
, Como encuentras el cociente y el residuo ?
6 -12
38
(Cémo divides 49587 entre 12?7 Pues, divides 49 entre
. L .. -36
12, esigual a 4, este 4 lo multiplicas por el divisor (12) y 7
lo restas del dividendo; bajas el término que sigue y repi- 24
tes el proceso hasta que aparece un residuo, observa: > 3

El cociente es 4132 y el residuo es 3, lo que significa que
[4132](12) + 3 = 49587

Lo mismo tienes que hacer al dividir el polinomio (px)

K+ 120 +6x+1/2x+1 entre el q(x), sip(x) =x° + 122+ 6x + 1 yq(x)=2x+ 1
-8x% - 4x? 4 +4x+1

+ 8x% + 6x Divides el primer término del dividendo entre el primer

- 8% - dx término del divisor : [8x']+(2x) = 4x2, multiplicas aho-

+2x +1 ra este término del cociente por todo el divisor y lorestas

-2x -1 del dividendo, te sobran 8x?; bajas el término que sigue y

0 0 repites todo el proceso hasta encontrar un término menor

en el residuo que el divisor.

El cociente es 4x? + 4* + 1 y el residuo es cero, eso significa que:

(4 +4x+ 1]2x+ 1)+ 0 =8>+ 12x* + 6x + 1

Observa el proceso de division de:
4‘ p(a, b) = 12a° - 41a°b + 44ab’ - 17b* entre q(a, b) = 4a - 3b.
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Divides 124’ entre 4a y obtienes 3a?, es
el primer término del cociente, que lo

12a° - 41a°b + 44ab?* - 17b°/ 4a-3b
-12a® + 94%b

3a’ - 8ab + 5b*

multiplicas por el divisor y el producto
lo restas del dividendo : 3a*(4a - 3b) =

- 32a°b+ 44ab?
+32a°b - 24ab?

124’ - 9a°b, {recuerda que este producto
es sustraendo}, la diferencia es - 32a°b;
bajas el término que sigue y se forma el
binomio: -32a’b + 44ab?, ahora repite el
proceso, es decir : divides [-32a°b] entre
(4a) y obtienes:

+20ab’ - 17b°
- 20ab’+ 15b°
- 20’

- 8ab, este es el segundo término del cociente, que multiplicas por todo el divisor y el producto lo resta
del dividendo: quedando +20ab?, bajas el término que sigue : - 1557, y entonces divides [+20ab?]
entre (4a) y obtienes 5b% que es el tercer término del cociente, que lo multiplicas por el divisor y lo

resta en el dividendo, quedando un residuo de -25°.

Es el momento de practicar [0 aprendido

ba que el cociente es q(x).
a. p(x) q(x)=

b. [p(x) q(x)]+p(x)=

c. [p(x) q(x)] +q(x) =

factor es

entonces el cociente es

tor es 4a®b’, el otro factor es

1. Después de formar dos polinomios p(x) y q(x) multi-  p (x) =
plicalos y su producto dividelo entre p(x) y comprue-
q(x)=
2. Si un factor es -2x°y’ y el producto es 4x%5, el otro (-2x°y°)[ ] = 4x3y°
. . . . . 2Om5n4p9
3. Si el dividendo es 20m’°n’p’ y el divisor es 4m’n’p’, = "L *
4m2n3p5
4. Si el producto de dos factores es 16.28a"*b’ y un fac- [ 1(4ap? )= 16.284p°
5. Siendo el dividendo 12m°n’ - 4m’n’ + 2m°n’ y el di- 12m’n? - 4m’n’ + 2m’n?
visor es -2m’n’, entonces el cociente es : -2m?n?
6. Si el divisor es 2a y el cociente es 3a° - 2a* + 4a, el /2a
3a’ - 2a° + 4°

dividendo es

7. El dividendo es 12a°b - 3a°b’ + 15a’b’ y el cociente es
5a°b? - a’b + 4a, halla el divisor.

8. Determina el cociente y el residuo si el dividendo es
15m? + 24mn - 21n? y el divisor es 5m + 3n.
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10. El divisor es 4x + 5y, el dividendo es 12x° + 35x%y
+13xy? + 10y°, .. el cociente es : 12x° + 35x%y +13xy* + 10y’ / 4x + 5y,

Analiza:

1. Sip(a)=a°-2a’-7a° + 6a° -4a + 6 y g(a) = a’ -
3a’ + 2, halla p(a) + g(a). =

2. Siel dividendo es p(x) = 3x° +5x° -9x* -10x’ + 8x° p(x) + =q(x)
+ 3x -4 yelcociente es g(x) = 3x° + 2x? - 5x - 4,
determina el divisor.

3. El divisor es d(r) =t - 2, el cociente es ¢(r) = [ 1-2
4r> + 5r + 1, el dividendo es: 4+ 5r+ 1
4, Si el dividendo es D(a) = a* - 64 y el divisor es at—64
d(a) = a - 4, ;Cudl es el cociente? a-4
5. El divisor es 4x* + 5x - 6 y el cociente es /4 + 5x -6
5 + 3x + 6x%+ X3, halla el dividendo. X+6x*+3x+5

6. El dividendo es 6m?® - 25m + 14 y el cociente es
3m - 2, entonces el divisor es :

6m?-25m+ 14 /3m -2

Debes recordar que:

Los signos que utilizas en matemadtica son:

Signos de Operacion, cuando realizas operaciones {+,— %, +, v }

Signos de Relacion, cuando relacionas una cantidad

con otra. {=#=595><25< o ,%+,<,..}
Signos de Agrupacion cuando conviertes un grupo

de expresiones en una sola. 1O 014 — )

Puedes suprimir signos de agrupacion si tienes en cuenta el signo que le antecede, sea+0 —.

ya que el signo — afecta todos los términos que se encuentran dentro del signo de agrupacion
y el signo + no lo afecta.

EL ALGEBRA Y SUS OPERACIONES 119 CURSO DE NIVELACION




MATEMATICA MESCyT

Si tienes +2[2a - 3b] - (-4a + 5b) + 3{-a + +2(2a) = 4a " +2(-3b) = -6b,
2b},puedes eliminar el corchete multipli- -1(-4a) = +4a * -1(5b) = -5b,
cando para eliminar el paréntesis multi- +3(-a) = -3a " +3(2b) = +6b,
plicas para eliminar las llaves multiplicas 4a - 6b +4a - 5b - 3a + 6b = 5a - 5b

ahora reduces todos los términos

Elimina los signos de agrupacion y simplifica:

1. [4-0O+{7-3a-@a-8)-12+ 5a} -9al]
2. {8y-5x+(6-4x+Ty-[Sy+8x-{2x+4y}-7]1+ 12}
3.-2(6m?-3m’n + [7m?- 1 -{3m* + 7m’n - 9} + 4m°n] - 5)

NOTA HISTORICA

Diofanto

Genio griego que vivio en el afio 275 después de Cristo. Dejo
varios libros escritos de los cuales solo se conocen seis, que
de acuerdo con el desarrollo de la época él mismo le llamd
Arithmetica. También se conocen los fragmentos de sus Nu-
meros Poligonales y Porismas. Estos libros vinieron a tener im-
portancia 1,200 afios después de haber sido escritos, ya que,
como decia en 1463 Regiomontano, “En estos libros antiguos
se halla oculta la flor y nata del conjunto de las aritmética, en
Ars Rei et Census que actualmente conocemos por el nombre
arabe de Algebra”.

Diofanto descubri6 las leyes del pensamiento y el arte de dis-
currir. Planteaba buscar, de acuerdo con la logica, una cantidad desconocida o incégnita con
generalizaciones. Esta incognita la representé por el signo s’ que de acuerdocon la cantidad
de incognita tenia una representacion, asi s” para una y ss para varias.

Los problemas de este gran genio matematico hacen referencia a los numeros abstractos e
introdujo por primera vez el uso de las letras y signos especiales para el célculo, ayudando
asi a nacer una corriente algebraica denominada por Messelman “Algebra Sincopada”, que
contribuy6 al surgimiento de otra mas avanzada, el Algebra Simbdlica actual.

Se le atribuy6 a su tumba el epitafio siguiente: “Esta es la tumba que guarda las cenizas de
Diofanto. Es verdaderamente maravillosa porque, gracias a un artificio aritmético, descubre
toda su existencia: Dios le permitio ser nifio durante 1/6 de su vida, luego de 1/2 de su vida
sus mejillas se cubrieron de barba, después de 1/7 encendio la llama del matrimonio del que,
a los cinco arios tuvo un hijo, pero este nifio, desgraciado, aunque amado apasionadamente,
murié apenas llegado a la mitad de la vida alcanzada por su padre, el cual vivié aun cuatro
afios mas mitigando su dolor con sus investigaciones sobre la ciencia de los numeros”. De
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esto se desprende que Diofanto muri6 a los 84 anos, fue nifio hasta la edad de 14, le brotd
barba a los 21, contrajo matrimonio a los 33 y tuvo un nene a los 38, el cual murié cuando su
papa tenia 80 afios:

1/6 x+ 12 x+ 1/7x+4=x

Diofanto uso para la incognita un simbolo Unico hasta la sexta potencia y us6 también palabras
adecuadas para indicar la suma, la resta y la igualdad. Resolvié de una manera perfecta los
sistemas de ecuaciones que tienen mas ecuaciones que incégnitas, considerando solamente
las soluciones positivas aunque no ignoraba las negativas.

Su contribucién con el verdadero simbolismo, el método analitico en la resoluciéon de proble-
mas, la simplificacion y la generalizacion, lo hace considerar como el Padre del Algebra.

IV.3 Equivalencia. Propiedades.
(Cudndo una cosa es equivalente a otra?

Mercedes y Rosita tenfan una discusion sobre cudl pesa-
ba mads, si una libra de azucar o 16 onzas de habichue-
las, entonces se dirigen al colmado y Mercedes pide una
libra de azicar y Rosita pide 16 onzas de habichuelas.
(Cudl pesa mds? le preguntan al del colmado.

Pues, miren les dice el del colmado - Esos dos paquetes pesan lo mismo —

(Qué quiere usted decir? - Le preguntan.

El vendedor:- Que una libra es lo mismo que 16 onzas-
Rosita:  Entonces -;Una libra equivale a 16 onzas?
Mercedes: Correcto.

Si a la libra de azicar la nombras por a y la libra de ha-
bichuelas por 4, entonces puedes decir que: a equivale a

hy lo expresas asi: a = h.

Pero también puedes decir que una libra de habichuelas equivale a una libra de azicar, entonces: h =
a, cuando aparece esta situacion se dice que hay reciprocidad.
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También puedes decir que una libra de aziicar equivale a 16 onzas de aziicar, entonces
Si a = a, esto te indica que hay reflexividad.

Si una libra de azicar pesa lo mismo que una libra de habichuelas y una libra de habichuelas pesa lo

mismo que una libra de piedras = p entonces una libra de aztcar pesa lo mismo que una libra de pie-
dras:

Si a=shAh=p ==>a=ploque indica la transitividad de la equivalencia.

Esto te indica que la equivalencia tiene tres propiedades:

Reflexiva: Sia € Aentonces a=a
Simétrica: Para (a, b) EA, si a=bentonces b=a
Transitiva: Para (a, b,c) EA,sia=b b € c, entonces a = ¢

IV.3.1 Ecuaciones.

Al comienzo del ano escolar te ofrecen un concurso:

“Si formas la palabra Amor con las letras que aparecen O O
en las tapas de refrescos de la marca A, mas $20.00

obtienes un libro”. Si formaste la palabra Amor después
de consumir 50 refrescos {COomo expresarias esta situa-
cion?

50 refrescos + $20.00 = libro

Entonces has utilizado el signo = para relacionar los refrescos mas los 20.00 pesos con el libro.

(Cudndo tienes que utilizar el signo =? ;Cudntos conjuntos relaciona el signo =?

(Puedes utilizar el signo = como la frontera de dos conjuntos relacionados?

En la celebracion de los 15 cumpleafios de Mercedita,
Carlos quiere saber su edad y le pregunta a su abuela,
quien le dice : --cuanto tu naciste Mercedita tenia tres
anos.
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Para Carlos saber su edad tiene que hacer el siguiente razonamiento: “Mi edad es x afios, que su-
mdndole tres arios es igual a la edad de Mercedita que tiene 15 afios”:

Entonces Carlos plantea esta relacion: x+3=15
Si puedes construir situaciones donde tengas que utilizar el signo =, estds formando situaciones de

igualdad, donde el signo = separa dos conjuntos de situaciones relacionadas entre si, donde cada con-
junto es un miembro de la situacién planteada.

{a+b} ={c+d}
primer miembro = segundo miembro

Como ya conoces la relacién de igualdad entre dos cantidades, puedes hacer algunas précticas:

Establece una igualdad al relacionar tu edad con la de un amigo o familiar, asi:

c& Tu edad + x afos = edad de tu amigo.
Si le restas los x afios a los dos miembros ;Qué obtienes ? ; Aparece otra igualdad?
‘b La edad de tu amiga menos x afios = tu edad.
Si le sumas los x afios a ambos miembros: ;Se obtiene otra igualdad?
c& La mitad de tu edad = edad de tu hermanito.
Si multiplicas ambos miembros por dos: ;Qué obtienes?
‘& El duplo de tu edad es igual a la edad de tu tia.
Si divides ambos miembros por dos: ;Obtienes otra igualdad?

Si has hecho la préctica habrds comprobado que siempre se obtiene otra igualdad, por esto
puedes enunciar el principio fundamental de la igualdad asi:

Si en ambos miembros de una igualdad realizas una misma operacion obtienes otra
igualdad.

.& Cuando planteas una situacion que tiene variables, entonces estds planteando una ecuacién o
una identidad.
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(Cudndo planteas una ecuacién?

El caso de Héctor es el planteamiento de una ecuacion:
porque la proposicion que €l forma es verdadera para x
=12, lo que significa que la igualdad que se convierte en
proposicién verdadera para algunos valores de las varia-
bles que la forman es una ecuacion.

x+3=15

x+b=c si x es variable y a,b,c constantes
x+y=b  six”yvariablesy b constante
ax’* + bx + ¢ =0  six es variable y a,b,c constantes

(Cudndo puedes plantear una identidad?

Si tienes la igualdad [x + yJ? = x* + 2xy + y* puedes comprobar que se convierte en proposicion ver-
dadera para todos los valores posibles de las variables, entonces esta es una identidad.

(Cudl es la diferencia que observas entre ecuacion e identidad?

* Pudiste comprobar que el grado de una expresion algebraica lo representa el término de mayor
grado, del mismo modo la ecuacién se nombra por el término que tenga la variable con mayor
grado, por esto puedes decir, ecuacion de: primer grado, segundo grado, tercer grado, etc.

ax+b=c es una ecuacion de primer grado con una variable x A a, b y ¢ constantes

3x + 2 =17 seconvierte en una proposicion verdadera para x = 5, ya que

3(5) + 2 =17 entonces tiene una sola solucién

ax’* + bx + c =0  es unaecuacion de segundo grado con una variable x A a, b y ¢ constantes
x> -4 =32 seconvierte en proposicion verdadera para x = 6 A x = -6, porque

(6) -4 =32

36 -4 =32  entonces tiene dos soluciones.

(-6)?-4 =32

36-4 =32

ax’ +bx? - cx + d = 0 es una ecuacion de tercer grado con una variable x A a, b ¢ y d constantes
Estas ecuaciones tienen tres soluciones.
x*-2=25 esunaecuacion de tercer grado.
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En este curso tendrds que practicar las ecuaciones de primer grado con una variable y las demds las
practicards en los cursos siguientes:

Ecuaciones de primer grado en una variable.

Una ecuacién de la formaax + b =0, sia, b E R y a # 0 es una ecuacion de primer grado en la
variable x.

_ ' ax+b-b=c-b
(Cémo hallas el conjunto solucién: {x/ax + b = c}? =
Tienes que restar b en ambos miembros de la igualdad: =
. . . . . a a
ahora tienes que dividir ambos miembros por a
x =c-b
a

‘& Si tienes que determinar el conjunto solucion de: {x/3x - 5 =25}

(Qué sucede si sumas 5 en ambos miembros de la igualdad?

3x-5+5=25+5

3x =30 si divides ambos miembros por 3 ;Qué pasa?
3x =30

3 3 entonces el conjunto solucion es:  {x/x = 10}
x =10

‘& Halla el conjunto solucion de: 5x + 6 = 3x + 18

Solucion: Sx+6-6=3x+18-6
Sx=3x+12
Tienes que restar 6 en ambos miembros y luego restar ox-3x=3x+ 12 - 3x
3x en los dos miembros ahora divides ambos miem- '2x =12 -
bros por 2 el conjunto solucién es: {x/x = 6} 2x+2 = é e
X =

1. Si a ambos miembros de una igualdad le sumas o restas una misma cantidad obtienes otra
igualdad.

2. Si a ambos miembros de una igualdad los multiplicas o divides por una misma cantidad
obtienes otra igualdad.
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.& Si tienes que hallar el conjunto solucién de: {x/3x - 2a = 2x + 5b}
Solucion:

Debes seguir los pasos explicados anteriormente colocando en la rayita el término que falta:

sumas 2a en ambos miembros y 3x - 2a + =2x+5b +
restas 2x en ambos miembros 3x - =2x+5b + 2a -
(Qué queda en ambos miembros? =

entonces el conjunto soluciénes :  {x/x =2a + 5b}
c& Ahora encuentra el conjunto solucién de: {%2x + % =%}
Solucion:

Si multiplicas todos los términos por 4 ;Qué sucede?

Ahx)+4(%h)=4"%)

2% + 1 =2 Recuerda: que para multiplicar quebrados multiplicas
2x+1-1 =2_1 numerador por numerador y denominador por numera-
2x = ] dor y denominador por denominador.
X =
El conjunto que convierte la proposicion en verdadera es: {x/x = }

‘& Halla el conjunto que convierte esta proposicion en verdadera: 2x-5 =3
2x+ 1

Solucion:

Si multiplicas ambos miembros de la igualdad por (2x +17) ;Qué pasa?

(Ol (2x-5) =3(2x+ 1)
(2xﬁ)

2x-5=6x+3
sumando 5 - 6x en ambos miembros obtienes : 2x-5+5- gx = gx +3+5-6x
4x =
divides por -4 queda : =8
4 4
El conjunto solucién es: {x/x = -2} x=-2
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IV.3.2 Valor Absoluto.

La distancia de Santo Domingo a Guerra es de 31 kilometros, desde Guerra a Bayaguana es de 25
kilometros y desde Bayaguana a Monte Plata es de 20 kilometros. Determina la distancia desde Santo
Domingo a Monte Plata y desde Monte Plata a Santo Domingo.

(Cudl es la diferencia entre las distancias?

Coldcate en Santo Domingo o en Monte Plata
y elige un sentido positivo o negativo con res-
pecto a tu posicion.

(Existe alguna diferencia en las distancias des-
pués de colocarte en uno de los extremos?

Elige a Guerra o a Bayaguana y considera un
sentido positivo o negativo y determina las
distancias en ambos sentidos. ;Qué sucede a
la distancia negativa o a la positiva ? ;Altera
su longitud por el sentido en que estan?

SD G B MP
— = » -
31 km 25 km. 20 km.

La longitud desde Santo Domingo a Monte Plata es: 31 km + 25 km + 20 km = 76 km y la longitud
desde Monte Plata hasta Santo Domingo es: 20 km + 25 km + 31 km = 76 km, Si desde Santo Domingo
hacia Monte Plata consideras un sentido positivo y desde Monte Plata a Santo Domingo es el sentido

negativo, puedes decir que el valor absoluto de la distancia desde Monte Planta es 76 km, y 1o expresas
asi : |- 76 kml = 76 km

Entonces, ;Cudl es el valor absoluto de -5? Pues, |-51 = 5, del mismo modo |-nl = n
(Qué conclusion sacas del valor absoluto?

Si tienes la expresion Ix + 51 = 8, ;Qué te indica? Pues, que el valor absoluto de x + 5 es igual a 8, eso
quiere decir +(x + 5) =8 y que -(x + 5) = &8; entonces tienes que resolver para ambos casos:
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Comprueba el valor x que convierte la proposicion en verdadera:
+(x+5)=8 -x+5)=8
x+5=8 -x -5 =8
x+5-5=8-5 -x-5+5=8+5 Ik+5/=8 k+51=8
x =3 -x=13 3+5/=8 -13 + 5/ =8
x=-13 I+81=8 -8 =8
Es el momento de practicar o aprendido
1. Encierra en un circulo el valor que convierte la proposicion en verdadera:
1. 3x+5=23 {3, 6, 9} 6. 7x-1=-2(4x+23) {-1,-2,-3}
2. 8+ 12y =56 {2,4, 6,8} 7. 8a+4=2a+7 {%, 1/3, Y}
3. 19-10m =24-5m {-1,-2,-3} 8. 85z-3=7z-9 {1, 3,5 7}
4. 52 +8x=2Ix+13 {1,3,5 7} 9. 4x+6=9x-19 {3,5,7, 9}
5. 3t-10=9t+2 {-1,-2,-3, -4, -5} 10. 2w-53w+1)=31 {I1,3,5, 7}

2. Encuentra el conjunto solucion de:

Cox -15=2x-6
.34 -4x =2 + 4x
.10y -21=7y-3
.3x-16=7x+8
.7-2y=9+ 3y

b N W N~

6. llm-1=6m+ 2
7.5-[4-2x] =4(x-3)-1
8. 10x =23 + 3[5-3x]

9. 4dx+5=-2[4-(2 + 3x)]
10. 2/5[x-1]+ x =%

3. Coloca en el cuadrito el valor de cada expresion:

1. Six=2entonces I3x-71= ||
2. Siy = -1 entonces |9 - 3yl = ]
3. Sin = -5, entonces 13n - 2= ]
4. Sib =3, entonces |-5b + 21=] |

4. Determina el conjunto solucion de:

3x-11=7 | |
15x-11=9 | |
l6m -131= 17 | |
|
|

2x-11-4=18 |
Vldx -9l +2=7|

S 5= Y D [

ELALGEBRAY SUS OPERACIONES

5. Sim = -3 entonces |5m - 2| = [ ]
6. Sia =7 entonces |4a + 5l = ]
7. Sit=%,entonces 15 t-%l= [ |
8. Sir=-0.2,entonces |-3.2 - 1.2rl=] |
6. I2m+5l= 11 | |
7. 13y-41=2 | |
8. 3lx-71+9=15 \ |
9. 42x+51-7= 37 | |

|

10. % 13m + 81+ 6 =26 |
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Problemas que se resuelven por medio de ecuaciones de primer grado.

(Qué tiempo tarda la luz del Sol en llegar a la Tierra, si
la distancia del Sol a la Tierra es de 150 millones de ki-
lémetros aproximadamente y la velocidad de la luz es de
300,000 kilémetros por segundo?

Solucion:

Para solucionar este problema tienes que saber que la
distancia d de un cuerpo con movimiento uniforme, es
igual a la velocidad v por el tiempo t.

Como tienes los siguientes datos: d=vt d = 150,000,000 km
v = 300,000 km/seg

entonces puedes sustituir d y v por su igual y obtienes :

150,000,000 =300,000t ==> t = 150,000,000 + 300,000
t = 500 segundos = 8 minutos y 20 segundos

Si del dinero que tienes, gastas 1/5 en dulces y % en refrescos y atin te quedan $3.00 ;Cudnto
tenias?

Solucion:

Lo que tenias eran x pesos, gastaste 1/5 x en dulces y !5 x en refrescos y adn tienes $3.00, entonces
debes plantear:

1/5 x + Y x + 3.00 = x multiplicas ambos miembros por 10 para eliminar deno-
10(1/5 x) + 10( %2 x) + 10(3.00) = 10x minadores:
2x + 5x +30.00 = 10x simplificas el primer miembro:
30.00 = 10x - 2x - 5x
30'02 Z :336( 00+3 reune las x en el segundo miembro:
x=10.00

tenfas $10.00

Compraste un libro de matematica y un estuche por $150.00. Si el libro te costé $20.00 mds que el
estuche.

(Cudnto te costd cada uno?

(Comprendes la lectura del problema?
(Qué condiciones plantea este problema?
(Cdémo lo traduces al lenguaje matemadtico?
(Cudl debe ser tu respuesta?
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El valor del libro depende del valor del estuche, x es el valor del estuche, por lo que el libro serd x +
20.

Ahora tienes: estuche + libro = 150.

Y como el estuche es x y el libro x + 20, los sustituyes

por variables y tienes el siguiente planteo: X+x+ 20 =150

Tienes que reducir el primer miembro: 2x + 20 =150

Ahora resta 20 en ambos miembros: 2x + 20=20 = 150 - 20
2x =130

Divide ambos miembros por 2 y obtienes: 2x+2=130+2
x =065

(Quién es x ? El estuche ;Cudnto costé? $65.00
(Cudnto te costo el libro? x + 20 o sea el costo del estuche $65.00 + $20.00 = $85.00

En un jardin hay 1210 flores entre rosas, jazmines y orquideas, si las rosas son el duplo del jazmin
y Y de las orquideas, ;Cudntas flores de cada clase hay?

Solucion:

Sinombras por x a la cantidad de jazmines, las rosas son
2x y como éstas son % de las orquideas, es por que las
orquideas son 4 veces las rosas; entonces las orquideas
son 4(2x) = 8x.

Ahora puedes plantear el problema asi: rosas + jazmines
+ orquideas = 1210 flores

2x +x+8=1210
1lx=1210 ==> x=1210+11 ==> x=110

Hay 110 jazmines, 2(110) =220 rosas y 4(220) = 880 orquideas.

* Un automovilista corre a 200 km por hora.
(Cudntos km recorre en 5 horas?

Recuerda que la distancia es igual a la velocidad
por el tiempo:

d=vt v =200 km/h / t =5h entonces:
d =200 km/h x 5h = 1000 km
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El dracma era una moneda griega que circulaba en Palestina en la época de Jesus, equivalia al denario
romano y era el salario de un dia de trabajo. Si un romano A podia hacer 1/5 de un trabajo en un dia y
otro romano B, %4 del mismo trabajo en el mismo tiempo. ;En qué tiempo podrian terminarlo los dos
juntos? ;Cudnto ganaria cada uno al hacerlo solo? ;Cudnto ganaria cada uno al hacerlo juntos?

Solucion:

Si A hace 1/5 de un trabajo en un dia, entonces tarda 5 dias en hacer el trabajo, el otro B tarda 4 dias
en hacer un trabajo del cual hace % por dia.

Si los dos trabajando juntos terminan el trabajo en x dias, entonces //x es la parte del trabajo que hacen
juntos por dia, lo que significa que:

Como el romano A hace el trabajo en 5 dias entonces:

I/x =1/5+ Y% se gana 5 denarios y el B hace el trabajo en 4 dias se gana 4
1/x =9/20 denarios.
x=20/9 =2 2/9 dias Juntos ganan 2 2/9 denarios

Casi todos los problemas de la vida real puedes plantearlos en forma de ecuaciones, para eso es preciso
que entiendas la parte literal del problema, las formas en que puedes relacionar las condiciones que te
proporciona ese enunciado; entonces lo traduces al lenguaje simbdlico y luego contestas las cuestiones
que te pide el problema.

Existen muchas formas de traducir del lenguaje corriente al lenguaje matematico, tales como:

El duplo de un nUmMEero X .......cccccueeevuveeeiiveeniieenieeeeveeenvee e 2x

Tres NUMETOS CONSECULIVOS wevunneeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeereeeeeeeeeee x,x+ 1, x+2
Tres nimeros impares CONSECULIVO .....eevveeeeveeeriueeerreeenreeenns X, x+2,x+4
U NUMETO PAT ..eviieeeiiiiieeeiiieeeeiteeeesiieeeeesiaeeesesireeessnaaeeeas 2x

UnN NUMETO IMPAT....ieeiiieeireeeireenireeneeeeneeeesreeesereeeneneesnsneenns 2x + 1

Dos nimeros pares CONSECULIVOS. ......ccveeerveeerveerrveeennveeennens 2%, 2x + 2
Dos nimeros impares CONSECULIVOS. ......ccuveeeruveeerreeeruveennnneenns 2x+1,2x+ 2

Si tienes que hallar la edad de Julio, sabiendo que equivale al duplo de la de Laura menos 4 afios
y ambas edades suman 38 afios, ;Cémo determinas la edad de cada una?

Solucion:

Para hallar estas edades tienes que asignarles una variable a la de menos edad, por ejemplo: Laura
tiene x afios y Julio tiene 2x - 4, entonces planteas:
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Laura + Julio = 38 arios

sustituyes los nombres por variables, entonces : X+ 2x-4=38
agrupando términos semejantes 3x-4=38
despejando x 3x-4+4=38+4
3x =42
3x+3=42+3
Laura tiene 14 afos y Julio tiene 2(14) - 4 = 24 afios x=14

c& Determina tu edad, si dentro de 2 afios tendrds el doble de la edad que tenia hace 4 afios.

Solucion:

Si actualmente tienes x afios, entonces dentro de dos afios tendrds x + 2, pero hace 4 afios tenias x - 4,
si en dos afios tienes dos veces lo que tenias hace 4, lo que significa que puedes establecer la siguiente
igualdad :

X+2=2(x-4) que simplificando puedes obtener :
xX+2=2x-8 de donde
xX+2+8=2x-8+8
X+ 10-x=2x-x
10 =x lo que significa que tienes 10 afios

Es el momento de practicar [0 aprendido

Resuelve estos problemas en la forma que se te ha indicado:

1. ;Cudl es la edad de Milagros y Rosanna, si Rosanna tiene la mitad de la edad de Milagros y
ambas tienen 63 aiios?

2. Determina tres niimeros enteros y consecutivos que sumen 249.

3. Si Grisel tiene la mitad de la edad de Luisa menos tres aiios y la suma de las edades es 69 aiios
¢ Como determinas las edades?

4. Halla el numero que sumado con su duplo es igual a 216.

5. Tu y dos amigos tienen $3800.00, si tit tienes el doble que uno de ellos y $30.00 mas que el otro
¢ Cuanto tiene cada uno ?
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6. Determina las edades de Rosa, Yolanda y Nurys, si la edad de Rosa es el triplo de la Yolanda
y 12 aiios menos que la edad de Nurys, sabiendo que entre las tres tienen 96 aiios.

7. Mildred y Maylenia son vendedoras. Maylenia vende el doble que Mildred y entre las dos
cobraron RD$120.00 ;Cudnto se gano cada una?

8. Determina cuatro niimeros impares consecutivos que sumen 48.

9. Si consigues $50.00 tienes el doble de lo que tienes mas $8.00 ; Cudnto tienes?

10. ;Cual es la edad de Grisel, si sumando 13 afios a su triplo, equivale a un siglo?

IV.4 Desigualdades.

El Pico Duarte estd situado en la Cordillera Central con una altura de 3,175 metros ; en esta cordille-
ra estdn varios picos de menor elevacion, como La Paloma [3,150m.], La Rusilla [3,109 m.], Monte
Bandera [2,380m.] y otros, entonces puedes comparar : “El Pico Duarte con Monte Bandera”, “La
Rusilla con el Pico Duarte”, “La Rusilla con Monte Bandera”.

(Cudl es mds alto? ;Como lo expresas?

Pico Duarte > Monte Bandera

La Rusilla < Pico Duarte

(Qué establecen los signos >y < ?
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Observa el cuadro de distancias que hay desde la Capital hacia cualquier ciudad del pais y coloca en
el cuadro el signo > o <, segun la ciudad indicada se encuentre a mayor o menor distancia:

DISTANCIA EN AZUA BANI BONAO | COMEN- | CONS- | COTUi |DAJABON | ELSEIBO | HATO HIGUEY | JARABA- JIMANI
KILOMETROS DADOR TANZA MAYOR COA
120 65 85 255 140 105 305 135 102 145 155 280
s D LA RO- | LAVEGA MAO MOCA MONTE | MONTE | NAGUA | PEDER- |PUERTO | RIOS. SABANA | SABANETA
A o MANA CRISTI | PLATA NALES PLATA JUAN | DE LAMAR
M
N I 110 125 210 145 270 53 180 335 215 239 155 245
T -
N SALCEDO | SAMANA | SAN CRIS- | SAN FCO. | S.JOSE SAN SAN SANTIA- | SOSUA | NEIBA |BARAHONA | STO.DGO.
o G TOBAL OCOA JUAN PEDRO GO
o 160 245 30 135 115 200 70 155 240 230 200 0

Piensa en el trayecto desde tu casa a la escuela. Tu eres una variable x que vas ocupando posiciones
seguin caminas hacia tu destino [la escuela], puedes estar en tu casa, estar en el trayecto o estar en la
escuela; esto te da la idea de intervalo, que

C . E es el conjunto de posiciones que pueden suceder entre
dos puntos especificos.

Si tienes una trayectoria y marcas dos puntos a y b, pue-
des decir que el conjunto de puntos x comprendidos en- X

tre estas marcas representa un intervalo abierto, donde a b
a es el extremo inferior y b es el extremo superior, si el
punto x puede estar en a y también en b entonces el inter-
valo es cerrado, pero si x estd en una de las marcas a o b
entonces es mixto.

)\
El intervalo abierto lo vas a expresar en la forma: (a, b), a' ’b

mientras que para el cerrado usards la forma [a, b] af 16

y para el mixto (a, b] at b 0
[a, b) a[ b
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significa que un intervalo abierto es el conjunto: A = {x/a < x <b A x € i}, un intervalo cerrado es el
conjunto C = {x/a <x <b < x € R}, un intervalo mixto es uno de los sub-conjuntos : [ = {x/a<x <b
AXER} A D={xlasx<brx€ENR}

Ejemplos

Dibujar los intervalos:

1. A={x2<x<7sixER}=2,7)

Solucion:

Puedes trazar una recta y elegir un punto de partida O, entonces eliges una escala y comienzas a marcar
hacia la derecha del 0, ya que tanto el 2 como el 7 son positivos, asi:

4 )
01 23 45 67

2. C={x/-3=x=5sixeENR}=[-3,5]
Solucion:

Este es un intervalo cerrado, entonces tienes que marcar los puntos -3 y 5, después que traces una recta
numérica con su escala correspondiente, asi:

=]—
S5 4 3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7

3. I={x/-2=x<TsixeN}=[-2,7)
Solucion:
Como puedes observar este es un intervalo mixto, o sea cerrado por la izquierda y abierto por la de-

recha. Traza una recta y marca el origen, el conjunto de los nimeros negativos los marcas hacia la
izquierda de cero y los positivos a la derecha del cero, asf :

— )
S5 4 3 -2 -1 01 2 3 4 5 6 7 8 9
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4. D={x/-4<x=3sixE N} =(4, 3]
Solucion:

Este es otro intervalo mixto, es decir, abierto por la izquierda y cerrado por la derecha, traza tu recta
numérica y marcas los conjuntos de nimeros reales, asf :

—_— ]
S5 4 3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8

5. SiA={x/o<x<5AxE N}, B={x/-1sx<4drxE R}, C={x/x=2rxE R}y
D ={x/x 2-1 A x € R}, determina: 1. ANB 2. AUB 3. D-C

Soluciones:

1. Para que puedas hallar los elementos comunes de A y B es preciso que traces ambos intervalos
y asi puedes darte cuenta del conjunto de puntos comunes:

2 -1 0 1 2 3 4 5 6 A={x/%h<<x<5raxeNR}

£ } B={x/-l1sx<4rx €N}

ANB= - 3 ={x/h<x<4rxEN}
2 -1 0 1 2 3 4 5

2. (Queé significa AU B? Pues, todos los elementos de A mds todos los elementos de B, teniendo
en cuenta que los comunes se consideran una sola vez.

2 -1 0 1 2 3 4 5 6 A={x/%h<x<5arx €N}

T
A

B={x/-1<x<4Arx ENR}
2 -1 0 1 2 3 4 5

| ) AUB={x/-1sx<5AxENR}
2 -1 0 1 2 3 4 5
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3. cQué significa D - C? Pues, todos los elementos que estdn en D que no estdn en C.

2 -1 0 1 2 3 4 5 D={x/x=-1 Ax €R}

L C={x/x=22arx ENR}

D-C={x/-1=x<2AxENR}

— —
—

Es el momento de practicar [0 aprendido

Dibuja los siguientes intervalos y ponle una A si es abierto, una C si es cerrado y una M si es
mixto, para (x, y) € N.

. A={x0<x<T7} 4. D={yl-6<y<-15}
2. B={y/5<y=<I2} 5. E={x/x2>-3}
3. C={x/l-2<x<5} 6. F={yly=<-2}

Encuentra y dibuja cada uno de estos conjuntos.

1. ANB 6. AUF 11. CAB

2. BUD 7. DUBNCO) 12. (AUB)-(ANB)

3. A-C 8. CNA 13. B-A

4. EUF 9. DN(AUC) 14. DAA

5. AAB 10. B-(FUE) 15. (FUD)NC
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IV.5 Inecuaciones de Primer Grado en una variable.

El peso de un automdvil mds 30 kg es menor que el peso de un autobus.
Esto significa que tienes que plantearte la desigualdad:

Autobus > Automévil + 30 kg.

y > x+ 30

Si construyes desigualdad con una variable, donde un conjunto de valores de dicha va-
riable convierten la desigualdad en una proposicion verdadera, entonces has formado
una inecuacion.

Si tienes la desigualdad {x/ax + b < ¢ A a,b,c € R}y deseas saber el conjunto de valores de x que la
convierten en una proposicion verdadera, tienes que aplicar las propiedades de la desigualdad, asi :

resta b en ambos miembros: ax+b-b< c-b
ax < c-b
divides ambos miembros por a ax+a < (c-b)+a

x<(c-b)+a

Ejemplos:
Determina el conjunto que convierte estas desigualdades en proposiciones verdaderas:
1. {x/x+5>8Ax EN}

Solucion:

Tienes que aplicar las propiedades de la desigualdad: X+5>8

Restas 5 en ambos miembros y obtienes: Xx+5-5>8-5
x>3

2. {x/x-3<T7AxEN}
Solucion:
Si sumas 3 a ambos miembros de la desigualdad obtienes: x-3<7
x-3+3<7+3

x<10
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3. {x/3x-5=213 A x €N}

Solucion:
3x-5= 13
Tienes que sumar 5 en ambos miembros: 3x-5+52 13+5
3x = 18
3x+3=18+3

divides ambos miembros por 3:
y obtienes el conjunto solucién:

{x/x = 6 " XxEN}

4. {x/8 -2x = 3x+23 A xEN)}
Solucion:

Debes pensar que tienes que reunir las variables en un miembro, entonces:

restas 3x en ambos miembros:

8-2x = 3x+23

e 2§ ) gx = ;; 28 2 resta 8 en ambos miembros ahora divide
X = ambos miembros por -5, recordando que

8-5x-8 <23-8 . .
5 15 al dividir por un nimero negativo, cam-

X = bia el sentido de la desigualdad.

5x +(-5) = 15+ (-5)
>

El conjunto solucién es {x/x = 0 A x € N}, recuerda que N = {x/x es un nimero natural }
5. {Ux-5>%(x-8)AxER}
Solucion:

(Cémo eliminas los denominadores y trabajas inicamente con enteros?

ix-5>%(x-8) Multiplicas ambos miembros por el denomi-
4] Y4 x -5] > 4] ¥ (x- 8)] nador comun: (4)
x-20>2x-16
x-20-x >2x-16-x agrupas las variables en un miembro, res-
20>x-16 tando x en ambos miembros, sumas 16 a
S20+4+16 >x-16+ 16 ambos miembros,
Al El conjunto que convierte la desigualdad en
{x/x <-4Ax ER} verdadera es:
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Es el momento de practicar [0 aprendido

Determina y dibuja el conjunto solucion:
1. 2x+4<9-x 3. 4-3m=2m-6

2. 32-5>1-z 4. 2x -5 <7

| Autoevaluacion I

1. Completa con el sentido correcto.

1. Una igualdad problematica y formada por cantidades conocidas llama-
das y cantidades desconocidas llamadas y que se satisface
la igualdad para determinados valores de las es una

2. Si en ambos miembros de una se efectia una misma se

obtiene otra igualdad.
3. El de una ecuacion se determina por la variable de mayor grado.
4. Las de una ecuacion se determina por su grado.

5. Dos ecuaciones con iguales raices son

6. Segun el nimero de raices de una ecuacion puedes clasificarla en: grado,
grado, grado hasta n

7. Las cantidades que aparecen a ambos miembros del signo = se nombran como

8. La expresion que indica que una cantidad es mayor o menor que otra, €S una

9. La es una desigualdad condicional formada por cantidades conocidas
que son los datos, y desconocidas que con las , ¥ que se satisface la
desigualdad para un conjunto de valores de las

10. Sia>byb>c,entonces
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11

12

13

14

15

16.

17.

Sia>byc>0, entonces ac bc
Si a>byc<0,entonces a-=+c b+c
Si a<byc<0, entoncesa~+c b~+c

Sia+ c< b+ c entonces

Si a>byc<0, entonces ac bc

Si a<byc<0, entonces ac bc

Sia<byc>0,entoncesa+c__b=+c

1I. Coloca en la raya el conjunto solucion de cada ecuacion o inecuacion.

i

5
6.
7.
8
9
1

0.

02y-43=09-1.1y
4y-D=Ty+23-y)
32[x—1]+2/3[x-3]=3

3+1 = 4
X+ 2X-2X
[xX2-x+1]+x-1D)=x+1+(x-1)
Bx+4)+(6x-5=2x+5) +“x-1)
B(x+6)-13x-3)=%x+8)-1/5(x+4)

16 -4n=0
2x<2x-5
3y—-4>5y+8

III. Resuelve los siguientes problemas.

1. Encuentra tres nimeros que sumen 72, sabiendo que uno excede a otro en 12 y el tercero es
el duplo de los anteriores.

2. Calcula las edades de Ramon y Rosa, si la edad de Rosa es la mitad de la de Ramoén y hace
20 afios la edad de Rosa era 1/3 de la de Ramon.

3. (Cuantos caballos y gallos hay en un corral, si se cuentan 82 cabezas y 236 patas?

4. Reparte 1,300 pesos entre Grisel, Rosanna y Martha, de forma que a Rosanna le toque el
doble que a Grisel y a Martha le toque la cantidad que tienen Grisel y Rosanna juntas.

5. Sidos nimeros suman 50 y uno aumentado en 8 unidades equivale al otro disminuido en 2.
(Cudles son esos nimeros?
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6. Entre Grisel y Héctor tienen 88 afios. Determina ambas edades si la edad de Grisel es igual
a la mitad de la de Héctor mds 7 afios.

7. Determina el nimero que sumado con sus dos tercios equivale a su quintuplo mds 24.

8. Enuna escuela los alumnos del segundo son 2/5 de los de primero. Si en ambos cursos hay
140 alumnos ;Cudntos alumnos hay en cada curso?

9. Un triciclero vende 2/5 del peso de su mercancia en la mafiana y 2/3 del resto en la tarde,
si le quedan 60 kg, ;Cudntos kg tenia el triciclo?

10. El profesor de matemadtica califica 30 exdmenes el primer dia y el segundo dia califica 2/5
de los que le faltan. Si atin le quedan 3/8 del total, ; Cudntos alumnos se examinaron?
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EL MUNDO GEOMETRICO

Introduccion

Se ha dicho en el marco tedrico, que los objetivos generales de los cursos universitarios de nivelacién
son apoyar el desarrollo de conocimientos, habilidades y actitudes en torno a la matemdtica.

Con el objeto de alcanzar estos objetivos se propone un método de trabajo adecuado a la matemadtica,
asi como un conjunto de ejercicios que permiten al estudiante afianzarse en los procesos mentales que
en cada unidad en que se ha dividido este curso de nivelacion, se presentan.

Objetivos especificos de esta unidad:

En esta quinta unidad del “Curso universitario de nivelacion” que lleva el titulo “El mundo geomé-
trico”, aparece una gran cantidad de ejercicios, que intentan, ademds de fortalecer el dominio de los
conocimientos y destrezas propias de su contenido, reforzar una amalgama bien amplia de funciones
mentales, como son las capacidades: de razonamiento, de flexibilidad mental, de creatividad, de resol-
ver problemas. Pero sobre todas ellas, parece importante resaltar como objetivo bdsico de esta unidad
V, la aptitud de elaborar demostraciones de teoremas o afirmaciones matematicas.

Ya que esta aptitud conlleva la ejercitacion...
de un amplio conjunto de procesos mentales, como;
- el aprendizaje de una serie de conceptos bdsicos::
- la aplicacion prdctica de los mismos,
- y el desarrollo de funciones mentales,como
- razonar,
- discriminar elementos
- analizar procedimientos
- identificar los pasos a dar para alcanzar la demostracion o justificacion
evidente de un teorema o expresion geométrica

En sintesis, esta unidad debe ser considerada como fundamental para el enriquecimiento intelectual
que se busca con estos cursos de nivelacion; ya que al estar acompafiada de figuras geométricas y del
trabajo con espacios, afiade una nueva dimensidn al ejercicio de las funciones mentales que proponen
las otras unidades, mds abstractas y simbdlicas, como son el dlgebra y la aritmética, etc.
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Sistematizacion de ejercicios propuestos para desarrollar este proceso:
De modo que se propone trabajar un modelo de procesamiento que permita reforzar basicamente la
capacidad de demostracion siguiendo este procedimiento; como puede verse en este ejercicio mode-

lo.

Si P es el punto medio de AB y X es un punto cual-

quiera de AB, demuestra que: 2PX = XB — XA Afirmacion Razén
L. PX +PB = XB El todo es igual a la suma de
Para esta demostracion tienes que sacar los datos | px + XA =PA sus Partes.
que se te ofrecen y con los conocimientos que tie- | PX=XB-PB Despejas PX
nes de los postulados analizados, puedes llegar a la | PX = PA-XA SIITEE TTIDT & [ -

o : 2PX =XB-PB + P punto medio de AB.
conclusion deseada, teniendo en cuenta que toda | +pa-xA Eliminando partes iguales.
afirmacion debe tener una justificacion. PA=PB Laqgd. (lo que sequeria de-

2PX = XB - XA mostrar)

En esta clase de ejercicios lo importante es:
1° El alumno por su lado:

- intenta aislar los datos bdsicos de los enunciados,

- relacionarlos con los conocimientos que tiene de los postulados explicados en cada seccion,

- eiravanzando en la formulacion de afirmaciones justificadas, que van llevandonos a la meta
deseada: demostracion de la expresion propuesta (Lqqd:lo que se queria demostrar)

2° Finalmente el profesor...

- invitard a los alumnos a hacer una reflexion sobre los pasos dados, haciendo un esquema simi-
lar al presentado en el libro; a identificar la clase de relacién y justificaciones propuestas asi
como sefialar la evidencia encontrada.

- intentard que los alumnos den el nombre que suele darse a este proceso, tras una investigacion
por internet,
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- entodo caso se ponderard la importancia que tiene para el enriquecimiento intelectual el desa-
rrollo de este proceso mental.

- por ultimo, recalcard que pueden haber diversos caminos para llegar a demostrar la proposi-
cidén, y que lo importante es que cada alumno aplique su creatividad e intente buscar su propio
camino que le conduzca a la afirmacion (Iqqd)

V.1 Introduccion al mundo geomeétrico.

Observa el televisor de tu casa, ;Qué forma tiene? ; Pue-
des distinguir algiin punto? ;Cudntas Ilineas puedes
marcar? ;Se forma algin dngulo?

Haz una lista de todos los puntos que observas en el
televisor, las lineas que distingues y los dngulos que se
forman.

Este mundo estd rodeado de formas geométricas, desde
que te levantas hasta que te acuestas. Observa por do-
quier formas geométricas.

Si haces un concurso con tu amigo para saber quien
nota mayor cantidad de formas geométricas en el dia, te
asombrarias.

Cuando recibes los alimentos, tienes necesariamente
que notar las forma geométricas que tienen. Los instru-
mentos que utilizas tienen formas geométricas

Tu escuela es una geometria en todas sus partes: la piza-
rra, el borrador, la puerta, el aula, el pupitre, el cuaderno,
el lapiz, etc.

La geometria estd contigo y no te has dado cuenta, pero,
(Cémo surge el concepto geométrico que estudias en la
escuela?

[Tienen alguna relacion las formas geométricas que
observas en tu medio con los conceptos que estudias?
(Todo lo que observas fue cuidadosamente calculado
geométricamente?

El mds grande geémetra es el Creador, pues te ofrece
una naturaleza llena de geometria: el Universo forma la
gran maravilla geométrica.
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Observa esta hoja: ;Cudntos puntos distingues? ;Cuan-
tas lineas puedes seiialar? ;Qué linea forma su borde?
(Cudntas lineas se cortan? ;Cudntas lineas tienen mds de
un punto en comun?

La geometria nace por la necesidad de medir
la tierra. Hoy en dia todo tienes que medirlo: el
tiempo, el trabajo, las clases, los estudios, etc.,
esto significa que tu mundo es geometria.

Tu ropa tiene diversas formas geométricas:

Haz una lista con tres objetos, dos ropas, cuatro
utensilios de cocina, tres dulces, dos arboles, un
vehiculo, tres partes de tu cuerpo, de tal mane-
ra que representen formas geométricas e indica a
qué figura geométrica se te parece.

V.2 Conceptos Primarios. Postulados.

v ™~ ~
(Qué es un punto? ;Cudntos puntos necesitas para for- \

mar una linea? ;Cudntas lineas necesitas para formar un e \
plano? ;Cudntos Planos necesitas para formar un cuer- °., \
po? ‘e, !
Afila bien tu ldpiz y dibuja un punto(*), luego proponte P i S e, I. .
dibujar muchos puntos sucesivos en cualquier direccién ( ) "

y unelos lo mds que puedas ;Qué estds formando? S .-

Esto significa que puedes trazar lineas rectas o lineas
curvas.

La pizarra es una superficie plana, ;Cudntos puntos pue-
des trazar en la pizarra?;Cudntas lineas puedes trazar en
el plano que representa la pizarra?; Qué criterio tienes de
superficie?

(Cémo distingues la superficie que observas en
una mesa con la superficie que tiene una roca ?

Estas figuras, son geométricas, marca:
puntos, lineas y superficies.
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Es el momento de practicar [0 aprendido

Indica tres ejemplos prdcticos que te den la idea de punto.

Escribe tres cosas de tu uso que tengan forma de linea.

Escribe tres objetos que expresen la idea de superficie plana.
Escribe tres superficies no planas.

Haz una lista de tus cosas favoritas y expresa su forma geométrica.

SR NN

** La geometria, como las demds ramas de la matematica, tiene su propio lenguaje, por eso se afirma
que el punto, la linea y la superficie son conceptos primarios; esto es, que tienes que admitirlos sin
definiciones precisas y aunque sepas distinguirlos.

* A
e B
Geométricamente un punto no tiene tamafo, sino po- ey

sicion, y se nombra por una letra del alfabeto, sea ma- em on
yuscula o mindscula.

La recta la consideras como la linea que puedes pro-
longar indefinidamente en dos sentidos opuestos. Una
recta la concibes sin anchura, la cual nombras con
dos letras o con una letra, sea mayuscula o mindscula m

como tu consideres. recta m

M>
'UJ

recta AB

A

El plano lo concibes como una superficie llana que
es indefinida en toda su extension. El conjunto de to-
dos los puntos forma un plano.

Para operar con el plano debes entenderlo como la

figura que se forma cuando se cortan cuatro rectas dos

a dos, y lo identificas por dos letras en puntos opues-
Plano R tos, o, por una letra en su interior, asi:

Plano P Plano AB
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Las relaciones entre punto, recta y plano puedes verlas al observar los dibujos siguientes :

A

+is

»

g ) a€A -
P
in X
\/ m
sePAPNs=n "r¢P Y XOY=m

El conjunto de puntos que forma una linea recta lo
llamas puntos colineales, pero si es un conjunto de

puntos que forma un plano, entonces lo llamas pun-
tos coplanarios.

Esta casita de campafia estd asentada en el plano P,
con una base coplanaria formada por los puntos A, B,
Cy D. Ay V son colineales al igual que By V,C y
V,DyV

(Cudles otros puntos son colineales?

Una recta divide un plano en dos semi-planos

A
A

El espacio lo consideras como el conjunto de todos los puntos posibles.

En el lenguaje geométrico se utilizan, con mucha frecuencia estos conceptos: postulado, teorema y
corolario.

(Qué es un postulado? Pues, una proposicion que se admite intuitivamente, como verdadera, como :

1. Unarecta queda perfectamente definida cuando pasa
por dos puntos.

2. Una recta es indefinida en ambos sentidos.

> A

wy

Y
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3. La interseccion de dos rectas es un punto.

4. La totalidad de cualquier cosa es igual a la suma de
sus partes.

5. Cualquier cantidad la puedes reemplazar por su

igual.
6. Una figura puedes hacerla cambiar de posicidn y no se altera su forma ni sus dimensiones.
7. Un plano lo puedes considerar determinado por:

AO
Tres puntos no alineados Dos rectas que se intersecan
Dos rectas paralelas Una recta y un punto exterior a ella

Observa estos planos y compdralos con los postulados anteriores:

(Qué es un teorema ? Pues, una proposicién verdadera demostrable.

El teorema es una proposicion condicional, si p, entonces g, donde p representa los datos o hipotesis
y ¢ la conclusion o tesis.

(Qué es un corolario? Es una proposicion que es consecuencia de otra proposicion.
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Es el momento de practicar [0 aprendido

1. Dibuja:

TR PG O A o

Un punto y traza 10 rectas por él.

Dos puntos y traza todas las rectas que pueden pasar por ellos al mismo tiempo.
Dos rectas que se cortan e indica su interseccion

Dos planos cuya interseccion sea la recta AB

Las rectas a N b = ¢, que se encuentran en el plano P.

Los planos PN R =m, donde larectarE RAr& P,sEPAsER.

Los puntos a, b y c estén en el plano P, pero no estdn sobre una misma recta.
Los planos ANB=nrEAAT&EB,nNr=m

Elplano XNY=aAXNZ=b,siYNZ=0

Dos rectas a y b que se cortan en ¢ y pertenecen al plano A.

2. Coloca una V a las proposiciones verdaderas y una F a las falsas:

©NOL AW~

9.

10.
I1.
12.
13.
14.
15.

Por un punto puedes trazar infinitas rectas

Por un punto puedes trazar infinitos planos

Una recta pasa unicamente por dos puntos

Una recta puede contener un punto

Un plano queda determinado por una recta y un punto exterior

Con dos puntos puedes formar un plano

Tres planos con una recta comtin forman un plano

Si tres puntos no estdn sobre una misma recta, entonces forman un plano
Tres planos que se cortan tienen una recta en comun

La recta es la distancia entre dos puntos.

Tres planos pueden tener una recta comun

Tres puntos colineales forman un plano

Por una recta pasan infinitos planos

Siempre puede pasar una recta por tres puntos

Si dos puntos estdn en un plano, la recta que determinan estd en el plano
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V.3 Segmentos y Rayos.

Segmento de Recta.

Si dices que un punto P estd situado entre los puntos A'y
B de una recta, esto quiere decir que :

Entonces tienes una recta R y una parte de R, segmento
AB,

(Qué diferencia encuentras entre AB AAB?

La longitud del segmento AB es la distancia entre sus
extremos, y la puedes determinar por el valor absoluto
de [B-A|=|A-B|

** S1 P es el punto medio del segmento AB, significa que
AP=PB

A P B
AP + PB = AB

Si P es el punto medio de AB y X es un punto cual-
quiera de AB, demuestra que: 2PX = XB - XA

R 1 1
-« : >
A P
AP + PB=AB
=B — »
Recta R
I d
A segmento AB B
A B

A

»
>

4 3 2 -1 0 1 2 3 4
AB=|2-(3)| =BA=|-3-2|=5

Si AP=PB => AB=2AP=2PB
=> AP=% AB "PB =" AB

Para esta demostracion tienes que sacar los da-

tos que sete ofrecen y con los conocimientos que
tienes de los postulados analizados, puedes lle-
gar a la conclusion deseada, teniendo en cuenta
que toda afirmacion debe tener una justificacion.
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Afirmacioén Razén
PX + PB = XB El todo es igual a la suma de
PX + XA =PA sus partes.
PX =XB - PB Despejas PX
PX =PA-XA
2PX = XB -PR.+ sumas miembro a miembro.
+TRA - XA
PA = PB P punto medio de AB.
2PX = XB - XA Eliminando partes iguales.
Lqgd. (lo que sequeria de-
mostrar)
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Para tres nimeros a, b y ¢ cualesquiera, se cumplen las propiedades siguientes:

Reflexiva a=a N b =b ANc =c

Conmutativa a+b =b+a nab = ba

Simétrica Si a = b entonces b = a

Asociativa (a+b)+c =a+(b+c)

Transitiva Sia =b A b = c entonces a = ¢

Identidad a+0=a=0+a
Si a>b A b>c entonces a > c

Inversa a+ (-a) =0=-a+a
Sia < b A b < c entonces a < ¢

Comparativa a=boda>boda<yb

Aditiva Si a=b, entonces a+c = b+tc A a-¢c = b-c
Si a>b, entonces at+c > b+c Aa-c > b-c
Si a<b, entonces at+c < b+c A a-c¢c < b-—c

Sustitutiva Sia = b, entonces a puede sustituirse por b.

Distributiva a(+c) =ab + ac A (b-cla = ba - ca

Rayo o Semi-recta.

Observa al cazador cuando aprieta el gatillo, mira la tra-
yectoria que sigue la bala, esto te da la idea de rayo o
semi-recta. Tienes un punto de partida, una direccion y
un sentido.

Si eliges un punto de partida u origen A y una direccidn,
que es la recta que pasa por B, entonces tienes el rayo AB
o la semi-recta AB. El rayo AB puede aparecer en diver-
sas posiciones, pero siempre te indica cudl es el origen y
sobre qué recta se mueve.

-—> > < f >
A B A B A B A (0] B
Establece la diferencia entre la recta AB, el segmento A
AB y el rayo AB.
A
Sien la recta AB el punto O estd entre Ay B, entonces los
. : o B A -
rayos OA y OB estdn en una misma direccion, pero con \ B A
sentido contrario. B B
B—> A
Rayos AB
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Es el momento de practicar [0 aprendido

A. Escribe una 'V a la proposicion verdadera y una F a la falsa.

Por dos puntos pasa inicamente un segmento rectilineo
El rayo tiene longitud definida
La longitud de un segmento es siempre un nimero positivo
Tres puntos de un plano siempre son colineales
Dos rayos opuestos tienen un mismo origen
El segmento es la interseccion de dos rectas
El camino mads corto entre dos puntos es su distancia
Un rayo tiene la misma longitud que su segmento
Si A, B y C son puntos colineales entonces AB + BC = AC
. Si O es el punto medio del segmento XY, entonces OX >O0Y
. Si los puntos X, y, z estdn sobre la recta r, entonces yx es un segmento.
. El rayo AB es equivalente al rayo BA.
. Si % de un segmento es 7, entonces el segmento mide 28
. Si M es el punto medio del segmento AB, y MB =7, entonces MA = 14
. Si x representa la coordenada 2 y es el punto medio de pq A p estd en la
coordenada -5, entonces q estd en la coordenada 9.

9NN I =

—_ = = = = \O
B~ W = O

J JUbbObEOopoooL

B. Completa correctamente.

1. Toma una regla y en el borde de los cen-
timetros marca cinco puntos: A, B, C, D
y E luego, determina sus coordenadas:
A B CD E
A= B = C= D=__ E=__laslongitudes : AB =
AC= BD = CE= AE =

2. Enlarectar, mes el punto medio del segmento pq, entonces :

a. Si mp=7 entones pq =

b. Si la coordenada de m es -3, entonces la
coordenadadepes ____yladeqes___y p m q
la longitud de pqes ___

c. Sipq=24y pestdenel punto -5, entonces
mestdenelpunto___yqenel ___

d. Silacoordenadadepes -1 y lade q es
7,entonces lademes ___ypq=

e. Elrayo mp es congruente al rayo

A
\/

A
\/

A
\/

A

Y
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3. Silacoordenadade Aes-6,lade B = -16 ylade C = 15 , AC=

4. Si AB = 24cms., A AC = 3BC, entonces AC = A BC =
5. SiP, Q, y R son puntos colineales, busca el que falta :

a. PQ =12, QR =7, entonces PR =

b. QR = 6.75, PR = 28.35, entonces PQ =

c. PR =81, QR = 5 %4, entonces PQ =

d. PQ =85, PR =152, entonces QR =

e. QR = 17.2, PQ = 6.45, entonces PR =

6. Si C es un punto del segmento AB, de forma que AC = 5AB, pero BC = 32, entonces tienes
que determinar los segmentos AB y AC.

7. Trazaun segmento mn, con los puntos internos p, q, r, de forma que mp = 3x, pq=2x+3,
pq=qr, m=mp + 5. Si mn =51, ;Cudl es la medida de cada segmento ?

8. SiB es el punto medio de AC y M es un punto de BC; determina los segmentos que se forman
si el segmento AC mide 40 cm.

V.4 Angulo. Clasificacién. Medidas.

Concepto de angulo. Clasificacion.

Observa que el reloj, marca las 3:00, las agujas del
minutero y del horario son rayos que forman dngu-
los.

Las ramas de este drbol simulan rayos que te dan una
idea clara de dngulos.

Estos rayos de sol, te indican dngulos

(Cudntas ramas nacen desde un mismo punto en esta
palma?
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Si un rayo AB tiene un punto comun con otro rayo
AC, puedes decir que ambos rayos forman el dngulo
BAC o el dngulo CAB, que lo puedes llamar por
una letra: dngulo A, o por un nimero en su interior:
dngulo 1

Para referirte a un dngulo utilizas el simbolo £ .
Los rayos que forman el dngulo son sus lados y el punto
comtun es su vértice, asi AB' y AC son los lados del

dngulo dngulo BAC y A es su vértice.

(Cudntos dngulos hay en la figura ? Nombralos

Los ladosdel ZAOBson A suvérticees .

Los lados del ZAOC son A y su vértice
es___ ylosladosdel ZBOCson_____ A _____consu
vértice

C
A, 1
A B
A B

£BAC =2 CAB=2A= 21

C
A
\oL’B

Los lados de un dngulo son rayos, por tanto su longitud es indefinida.

La capacidad del disco duro de tu cum- B
putadora expresa dos tipos de dngulos el

Los rayos OA y OB determinan el plano P, pero como O
es comun a ambos rayos entonces se forman los dngulos:
£ AOB convexo y ZBOA concavo o no-convexo.

El punto x es interno al dngulo convexo pero el punto y
€s externo.
Puedes dibujar dngulos convexos seguidos uno al otro.

Puedes abrir un abanico de mano en las siguientes formas

El Z 1 es consecutivo al Z 2
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Si haces girar el rayo OA hacia arriba hasta ocupar la posicion OB, entonces obtendrds un dngulo
convexo.

B
_ . 1 Cuando OB estd en la direccion de OA, has formado un
» > \ par lineal o dngulo llano, o dngulo de semi-giro.
s
¢ ' e Postulado : Todos los dngulos I t
B o A ostulado : Todos los dngulos llanos son congruentes.
Los dngulos consecutivos que forman un par lineal, son B

adyacentes.

Si OB estd en la mitad del par lineal, has formado un
angulo recto. £LAOB = ”

Postulado :Todos los dngulos rectos son congruentes.

A Si OB pasa de la mitad del par lineal, tienes un dngulo
~ obtuso o céncavo.
\
- - >
Pero si OB vuelve a ocupar la posiciéon de OA, entonces
habrds dado una vuelta completa, lo que significa que
formaste un dngulo completo perigono.

RECUERDA QUE:
Angulo es el espacio formado por dos rayos que se cortan.
o §
= / Los dngulos pueden ser: Llanos, rectos, agudos, obtusos, consecutivos,
g adyacentes, cdncavos, convexos, completos.

Observa las aspas de la figura, ;Cudntos dngulos se forman?
Marca los rayos opuestos. Ponle nombres a esos rayos y
determina los dngulos formados.

Si tienes el angulo ZAOB y con sus ra-
yos opuestos se forma el dangulo £COD,
entonces estos dngulos estdn opuesto
por el vértice O, al igual que los dngulos
£BOC y £COD.
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Teorema :
Los dngulos opuestos por el vértice son congruentes. %

(Cémo puedes demostrar que estos dngulos son congruentes ?

Antes de embarcarte en una demostracion debes verificar los conceptos que puedes aplicar de los ya
aprendidos que te sirvan de argumentos validos para justificar las proposiciones que debes emplear

para lograr tus fines. - D
(Qué conoces de los dngulos opuestos por el vértice? 2
(Cudntos dngulos forman los rayos opuestos ? 4
L1, L2, L3, L4, LAOC, LBOD, A B
L1+ /£3=4BOD A £3+ £2=/£AO0C forman un par lineal,

pero LAOC = £LBOC [todos los dngulos que forman par lineal son congruentes]

entonces :Z1+ £3 =243+ £2 [ley transitiva de la igualdad]
restando £3 en ambos miembros, te queda: £Z1 =42 y como estos dngulos son opuestos por el vértice
O, entonces son congruentes.

¢Donde encuentras dngulos opuestos por el vértice ?
Medida de dngulos.

Esta figura te muestra un transportador, el cual sir-
ve para medir 4ngulos. Como puedes ver estd graduado,

con las medidas en grados sexagesimales, desde O grado
hasta 180 grados, contados de 10 en 10.

! ,l 7~ e g .
m(m'o coe ,\/ Si tienes este dngulo y deseas saber su medida, debes
A 130 \3050 )\\ colocar el transportador de forma que el centro quede
~ 140 40" - . Lo . .
Nisey” \ 3057 justamente en el vértice y luego lees la medida que estd
~160 | \ . p
,__176(? | i 2 ;\.H sobre el lado terminal del dngulo.
— 180° !
— |=——
La medida del Z AOB es 70°.
Si quieres hallar la mitad de éste dngulo, entonces marcas ¢ (51"0090 i
~ 1 70 !
en el transportador 35°y trazas el OC, que es el rayo K 1306 o
bisectriz del ZAOB . ~iso
~160 |
[=—170
Con el transportador puedes medir cualquier dngulo. — 180°
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La Tierra gira alrededor del Sol, pero tarda un dia en dar
una vuelta completa al girar sobre su eje.

) eliptica
o

Los Babilonios midieron el recorrido de la tierra utili-
zando la base 60, por esto crearon el sistema sexagesi-
mal para medir dngulos.

En este sistema la vuelta completa equivale a 360 gra-
dos sexagesimales y lo expresaron asi: 360. Dividieron
el grado sexagesimal en 60 partes iguales y a cada parte
le llamaron minuto sexagesimal. Al minuto sexagesimal
lo dividieron en 60 partes iguales y a cada parte le llama-
ron segundo sexagesimal.

Un grado es igual a 60 minutos y lo expresas:

1°=60" | y un minuto es igual a 60 segundos y lo indicas
1’ = 60//

Tu puedes crear un sistema de medida de dngulos, unicamente tienes que asignar un valor a una vuelta
completa y a partir de ahi puedes armar tu forma para medir dngulos.

lg =100 m Existen otros sistemas para medir dngulos, tales como:

I m=100s Centesimal inventado por los franceses en la Segunda
r n Guerra Mundial, donde el perigono tiene un valor de 400
1 radian grados y un grado centisimal equivale a 100 minutos

centesimales y un minuto centesimal

equivale a 100 segundos centesimales y el Sistema Cir-
cular donde un dngulo de una vuelta equivale a 27 ra-
didn.

Toma el transportador y mide la linea roja de un cuader-
no con la primera linea azul,

(Cuantos grados mide? ;Qué dngulo forma?

Dibujalo.
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(Qué dngulo forma la esquina del escrito- A
rio? ;Cudnto mide?

90°

El dngulo recto mide 90 grados sexa-

gesimales

\J

180 °

y el par lineal mide 180 grados sexagesimales

Dos dngulos consecutivos que suman un
dngulo recto son complementarios, pero
si suman un par lineal son suplementa-
rios. B

A
/‘

>

Lx+ Ly=180°

\V > Los dngulos adyacentes son suplementarios

Lx+ Ly=180°

\

A

A

Operaciones con los dngulos.

Los dngulos puedes sumarlos o restarlos, puedes repetir un dngulo n veces si deseas, es decir, puedes
multiplicar un natural por un dngulo, o puedes dividirlos en partes iguales.

Toma el transportador y mide un dngulo de
60°,simale y réstale 15° y obtendrds dos nuevos
angulos.

60° +15°=75° A 60°-15° = 45°
Puedes sumar o restar dngulos en grados, minu-

tos y segundos ; pero debes tener en cuenta que:
1°=60"y que 1' =60".

SimsA=60° 15" 25" yms B =15° 30" 45" prueba que: +(132° lg: 4212::
mLA+msB = 75°46" 10" ymLA-miB = 44° 44" 40" asf: 75° 45" 70

59° 60 60"
mLA+m/iB=60°15 25" + 15° 30’ 45"=75° 46' 10" fg ;g ﬁgﬁﬁ
mLA-msB=60° 15 25" - 15° 30’ 45" =44° 44’ 40" —
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Simsx =23° 18 39" mna y=21° 17" 32" prueba que: 1.2msx + 3mLy = 110° 24" 54"

Solucion :
Debes multiplicar todos los componentes o 10/ P
. . 23" 18 39" 21" 17 32"
de cada dngulo por su coeficiente y luego X 2 X 3
reducirlos : 46° 36’ 78" 63° 51" 96"
46° 37' 18" 63° 52" 36"

2msx + 3mLy =46° 37" 18+ 63° 52" 36"
=109° 84" 54" = 110° 24" 54"

o RECUERDA QUE :

N

é\:-é 1= 60"

2. m4x - Yamsy = 12° 40" 04"

9
D) Un grado es igual a 60 minutos y un minuto es igual a 60 segundos. 1° = 60’

Solucion :
Tienes que hallar la mitad del dngulo y , 21° 177 32" /2
para luego el cociente restarlo del dngulo -20° 10° 38’ 46"
X ahora: 1° = 60":
77
a 23° 18 50" (valor derivado de a) —716—_ .
22° 78 50" E 62,'
-10° 38 46" -9
12° 40 04" 0
3. dmLy +1/3 m4x=92° 57 21"
Solucion:
Multiplica 4 por mZx vy el producto lo reduces de 4 [21° 17 32"] = 84° 68 128" =
=85° 100 8§
determinando los minutos que hay en 128° =2’ 8”
y sumas 2 ‘ con 68'= 70, donde hay un grado y
10 minutos. 1/3 [23° 18" 39"] = 7° 46" 13"
Divide el Zx entre 3,23 +3 =7y sobran 2° =120,
que sumados a 18’ hacen 138’ , que divididos entre 3 = 46’
ahora divide 39” +3 =13” 85° 11’ 87 + 7° 46 137 =92° 570 217
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4. mlx-"%mLy=6° 50" 13 Y
Solucion :
Justifica estos pasos y compruébalos
% [23°18 39" 1=69° 54" 117"/4 mly =10° 38" 46"
- 68 17° 28' 59.25"
1° =60’ 16° 60'
14 17° 28" 59.25"
-112 - _10° 38 46.00"
"= 120" 6° 50" 13.25"
237"
-236”
I
* Determina el dngulo que es igual al duplo de su complemento.
Solucion: A
Tienes dos dngulos x e y que sumados dan un
angulo recto y con la condicién de que y = 2x,
entonces: y
X L.
mix +msly =90° pero mLy =2m/lx g
entonces : msx + 2msx = 90°
3msLx =90° N mLx =30° .. mLy =2mlx =060°
* Calcula el dngulo que es igual % de su suplemento.
Solucion:
Tienes dos dngulos A 'y B que su- /’
mados equivalen a un par lineal, B -
y con la condicién de que : A = Y4
B, entonces B=4A A+B = 180°
A+4A=180°
5A = 180°
A=180° +5=36°
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Es el momento de practicar [o arrendido

1. Plantea y resuelve:

.S1 Ay B son complementarios y A = 35° 28’, entonces B =
. S1un dngulo M mide 2x, ;Cudnto mide su complemento ?
. (En cuanto excede AaB siA=38° 43> yB=16° 52’7
. S1un dngulo A mide 15° menos que el doble de su complemento B, entonces A =
y B=
.S1 Ay B son complementarios y A=2x + 15y B = x - 30, entonces A = y
B =
.SiMeseltriplode Ny N=30° 25" 157, entonces M =
Si Cy D son suplementarios y D = 108° 24’ 157, entonces C =
. La medida del suplemento de A es 5x, ;Cudntos grados mide A ?
. S1 Ay B son adyacentes y A mide 20 grados mds que 4B, entonces A =
y B=
10. Si Py Q suman 80 y uno es el triplo del otro. ;Cudnto mide cada uno ?

B W N =

9

O 00 N O

2. Determina los angulos en cada caso :

o

.SiA=34° 23 46 y B = 108° 45 18" determina: 1. 2A +3B
%A -%B 3. %[A+%B]

>

\

A
\

4. 65° A 5. 74° 187 A

V.5 Rectas paralelas y oblicuas.

Las lineas de una hoja de papel son paralelas. Observa que la distancia entre las lineas de una mascota
tienen las mismas distancias entre si.

forma de paralelismo:
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Dos rectas r, y r. son paralelas y se indica asi r, //r., r
1 2 1 2
y al estar en un mismo plano nunca pueden cortarse. T

Postulado del paralelismo euclideano. Por un punto exterior a una recta, tinicamente puede trazarse
una paralela a ella.

V.6 Poligonal y Poligono.

(Qué es una lineal poligonal?
(Has visto un laberinto?

(Qué te representa el panal de abeja?

La poligonal es una linea formada por segmentos de rectas seguidos uno del otro pero con direcciones
diferentes.

La poligonal cerrada tiene dos regiones del plano que determina, una region interior y otra exterior.

El poligono es una poligonal cerrada, y el conjunto de

c RS .
puntos de la regidn interior pertenece al poligono.
Los segmentos que forman el poligono son sus lados, si
el poligono es convexo y tiene sus lados y dngulos igua-
A B

— les, entonces es un poligono regular.
Triangulo ABC Tridngulo 1

Cada poligono se nombra por las letras
de sus vértices, o por un nimero o letra

en su interior.

Los poligonos segin el nimero de sus

lados puedes nombrarlos, asi: Tridngulo,
cuadrildtero, pentdgono, exdgono, hep-
tdgono, octdgono, enedgono, decdgono,

endecdgono,dodecdgono, pentadecdgo-
no, etc.
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Triangulo.
(Qué es un trio ?
El afio tiene tres cuatrimestres.

Las estaciones del afio abarcan tres meses

El tridngulo es la figura que se produce al interceptarse
tres segmentos de rectas.

El menor de los poligono es el tridngulo y inicamente
] , <€ >
tiene tres lados y tres dngulos. 2 \

El tridngulo se nombra por tres letras, una en cada vértice, por el nombre de sus lados o por un nimero
o letra en su interior.

C X y
2
A B

Clasificacion de los Triangulos.

=)

Los tridngulos se clasifican por sus lados y por sus dngulos:

C
in la n ser:
AC = BC Segtin sus lados pueden se
1. Isosceles. Es el tridngulo que unicamente tiene dos
A 3 lados congruentes.

Isésceles a
2. Equildtero. Es el tridngulo que tiene sus tres lados
a=b=c b ¢ Equilatero congruentes
3. Escaleno. Es el tridngulo que tiene sus tres lados di-
f ferentes.
dilellf Escaleno
d c
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De acuerdo a sus angulos los tridngulos pueden ser:

1. Acutangulo, si tiene sus tres angulos agudos.
2. Rectangulo, cuando tiene un angulo recto. Acutangulo

3 Obtusangulo, si tiene un angulo obtuso.
4. Equidngulo, si sus tres angulos son congruentes.

Obtusangulo

A
/%o,«
cateto N,
Q3
B
cateto
triangulo equiangulo triangulo rectangulo

Es el momento de practicar [0 aprendido

1. Completa con el sentido correcto.

= 2 =

10.
I1.
12.
13.
14.
15.

La unioén sucesiva de puntos forma una
La linea se clasifica en y
Las lineas rectas pueden cortarse en forma: 0

Segtin el postulado euclideano por un punto exterior a una recta tinicamente puede trazarse
una a esa recta y solo una.

En dos rectas paralelas interceptadas por una secante los dngulos de fuera son los
y los de dentro de ellas son los
Los dngulos correspondientes entre paralelas son

Los dngulos congruentes entre paralelas cortadas por una secante son los: ,

>y

Los dngulos entre paralelas cortadas por una secante son suplementarios.
La linea estd formada por segmentos de rectas sucesivos en diferentes
direcciones.

Las lineas poligonales pueden ser ,
La poligonal cerrada estd formada por una regién y otras

El es una poligonal cerrada.

Los segmentos que forman el poligono son sus

El poligono puede ser 0

El poligono tiene sus lados y dngulos congruentes.
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16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

El menor de los poligonos es el
Un poligono de 15 lados se nombra como
El tridngulo por sus lados puede ser:
Por sus dngulos el tridngulo puede ser:
El tridngulo que tnicamente tiene dos lados congruentes es el
Si el tridngulo tiene un dngulo recto, se llama
El punto comtin a las tres alturas de un tridngulo es el
El incentro es el punto comtin a las tres de un tridngulo.
El punto comun a las tres medianas de un tridngulo es el
es el punto comun a las tres mediatrices de un tridngulo

La suma de los dngulos de cualquier tridngulo es
Todo dngulo exterior de un tridngulo equivale a suma de los no adyacentes..
Encuentra dos dngulos complementarios que estdn en la razon: 2: 3

Halla dos dngulos suplementarios que estdn en la
razén 5 : 6.

Si AB =3/2 CD A Pes el punto medio de AB, y P’
es el punto medio de CD, halla AB : CD y CD
: AB.

En la figura AA’// BB’ // CC’, si AB =4cms y BC
= 8cms, determinaA’B’y B’C’.

Si E divide los segmentos AB y CD en partes pro-
porcionales y AD = 18cms, CE = 15cms, AE =
12cms y EB = 28cms; calcula los demds segmen-
tos de la figura.

En el AABC, AD es la bisectriz del dngulo A, si
AB =x-2,Cd=x/"BD = 5x — 8; determina los
lados de los tridngulos.

Los lados de un tridngulo miden 5, 7y 9 cms., res- D
pectivamente; determina si es semejante al tridn-

gulo de lados 8, 9 y 11cms., respectivamente.

Los lados de un tridngulo rectdngulo miden 5, 12

y 13 cms respectivamente; determina los lados

de otro tridngulo rectdngulo, si su perimetro es 60

cms.

>
m
w
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V.7 Transformaciones Geomeétricas.

- ] —

Transformaciones

Traslaciones.

’ Rotaciones.
A
\ Reflexiones.
y

Imagen de Figuras. Transformaciones.

(Qué es una figura?

Una figura es la forma exterior de un cuerpo.

(Qué es una imagen?
Es la representacion o apariencia de una persona o cosa imitada por el dibujo.

;Qué es una transformacion?

Es el cambio operado en un objeto cualquiera. Como
puedes entender, para que haya cambio es necesario te-
ner una figura original, es decir, debes lograr una imagen
de algo, por lo tanto, tienes una pre-imagen y logras una
imagen.

Las figuras estdn formadas por puntos.

Si deseas transformarlas, debes hacerlo punto a punto.

Transformacion es toda correspon-
dencia biunivoca entre puntos del
plano o del espacio.

Si aplicas una transformacién T
a un objeto P, obtienes otro objeto I. T:P— 1
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Puedes transformar un punto P en otro P’y lo expresas: T :P— P’

De la misma manera la imagen de la recta AB es la recta A’B’, ya que transformas: TA A’ A T.B
- B _

A’

Si deseas transformar una figura en otra, debes trans-
formarla punto a punto.

TA—- A ; TB—B; TC —=C

Una transformacion inversa T' va desde la imagen a la
pre-imagen.

T-TT=Q

TA—- A ; TB—-B; TC —C

Si tienes el punto E y le aplicas la transformacion T, obtienes el punto '
[, ' si al punto ' le aplicas una nueva transformacién T,

obtienes el punto' \jl> ' T T, '
— 1y

La aplicacion de dos o mas transformaciones su-

cesivas: T, T, T,, ... T , es otra transformacion, y
n

constituye el Producto de Transformaciones.

significa TporT,: A —A"
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P T P’ T, P T, P

El producto de una transformacién T y su
inversa T, equivale a la transformacion
unidad.

T* TM=T1*T = 1

Al aplicar la unidad sobre cualquier pun-
to P obtienes el mismo punto P. Esta es
una transformacion identidad.

1*P—P

Es el momento de practicar [0 aprendido

a. Allado de cada figura realiza las transformaciones Ty T :

1
I > - >
T T,
> >
T T,
> >
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Isometrias. Clasificacion.

JQué significa isometria?

Iso significa igual y metria quiere decir medida,
Entonces, isometria significa igual medida.

Las isometrias son transformaciones especiales
donde la pre-imagen y su imagen son congruen-
tes; es decir ,no se alteran ni en sus dimensiones

ni en sus formas:

En la figura anterior si T es una isometria, entonces T. A 1 — A2 .. Al =A2

Las isometrias son transformaciones de con-
gruencias que se aplican a la figura sobre si mis-
ma, dejando que sea invariable las distancias en-
tre los puntos de la figura sobre la cual se aplica.

Existen propiedades que te ayudardn a comprender los procesos isométricos:

** El producto de dos isometrias es otra isometria.
** La Transformacion identidad es una isometria.

** Si una transformacion T es una isometria, entonces
T! es también otra isometria.

Las Isometrias son desplazamientos rigidos que se clasifican en: Reflexiones, Traslaciones y Rota-
ciones
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Reflexion:
(Qué significa reflejar?

Coloca un reloj frente a un espejo, luego compara la
hora que te indica el reloj con la hora que observas en el
espejo.

La imagen reflejada de una figura geométrica mantiene
la forma y el tamafio de la figura original, pero con una
posicion invertida, el Al y A2 es un ejemplo de la re-
flexion del A1 cuya imagen es el A2.

Ay
Traza una recta YY’ y considera que es un eje de re-
«--lo_n ﬂe?(lén de un punto P que se refleja en dicho eje; produce
< | | > la imagen P’.
P p P
YY’eslaperpendicular mediatriz del segmento PP’ quiere
vY decir que: OP = OP’

La reflexion de un punto, es otro punto que se encuentra
a igual distancia del eje de reflexion, y la reflexion de una
linea es otra linea cuyos puntos estdn equidistantes del
eje de reflexion.

Y
A
La reflexion del punto P(x,y) con respecto al eje XX’,
, . . Pxy) . |....... P (x,y)
es otro punto P’(x,-y). De la misma manera, la reflexién .
del punto P(x,y) con respecto al eje YY’ es otro punto - : >
P7(-x.y), de X %
S P('Xr'y) P(X, -y)
v
\/
c’ 0 La reflexion de una figura, implica que toda la figura
| i aparece reflejada.
& A B El AABC esta reflejado sobre el eje XX’ y produce la

imagen AA’B’C’, pero sobre el eje YY aparece la ima-

Cc
e
Ai B’ gen AA”B”C,,.
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& & Recuerda que:

ét.gl Si el eje horizontal XX’ es un eje de reflexion,
entonces Rx transforma el punto P(x,y) en el
punto P’(x’,-y’).

Rx: (xy) = (X, -y)

2. Cuando el eje vertical YY’ es un eje de reflexidn, Ry -
entonces Ry transforma el Punto P(x,y) en el y () = (%)
punto P”(—X”’y”)

3. El producto de Rx * Ry forma la isometria cen- Rx * Ry — Ro
tral, donde un punto P(x,y) se transforma en P’(-
x’,-y’), lo que equivale a decir que el punto es Ro (X,y) = (-X,-y)

isométrico con respecto al origen.

Es el momento de practicar [0 aprendido

a. Si EE’ es un eje de reflexion, encuentra las imdgenes de los puntos y rectas indicados:

E E

E!

b. Dibuja el triangulo ABC, cuyas coordenadas son: A(2,2), B(4,3)y C(3,7), y luego encuentra
las imagenes sobre los ejes XX’ " YY’:

A
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c. Como en la reflexion de una figura aparecen todos sus puntos reflejados, si tienes los veérti-
ces del triangulo ABC: A(3,1) , B(7,1) y C(5,4); mas los vertices del triangulo GMS: G(2,2),
M,1) y S$(6,4), observa el cuadro de las reflexiones sobre los ejes y completa los que faltan:

d. Completar cuadro.

Eje XX’ Eje YY’ Eje XX’ Eje YY’

R(OX) . A=A(3,-1) ROY).A=A"( , ) R(0X). G = G'(2,-2) ROY).G=G"( , )
ROX).B=B(, ) ROY).B=B"( , ) | ROX).M=M( , ) R(OY) . M = M"(-4,1)
R(0X).C=C( , ) | R(QY).C=A"(-54) ROX).S=S( , ) ROY).S=S"( , )

e. Construye dos ejes y dibuja las imdgenes de los triangulos anteriores:

f- Completa el siguiente cuadro, donde R(0,x) es reflexion al eje XX’y R(0,y) es reflexion al eje

Yy’
Puntos Ejes Imagenes Puntos Ejes Imagenes
A(4,3) R(0,X) R(0,y) D’(-2,-3)
R(0,y) B(-2,1) E(5,-4) R(0,X)
C(0,-3) R(0,x) F(1,3) R(0,y)

8. Determina la reflexion en el plano de coordenada de los siguientes segmentos con respecto a
los ejes: XX’ " YY’

Y
Segmento | Origen Extremo 1
AB A(2,3 B(3,5)
CcD C(-2,4) D52) | Xle » X
EF E(-3,-4) F(2,-1)
CH G(4,-2) H(5,-6) !
v
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Traslacion.

(Qué entiendes por trasladar? Es movilizar un objeto de un lugar a otro, sin que pierda su naturaleza,
ni orientacion.

5

Si tienes un punto, una recta o una figura, puedes utilizar el plano de coordenadas para la traslacion,

s,

asi:

Y
A
Y, }k , Si mueves el punto P(x,y) hasta P’(x ,y,), de manera que
K P(x..y1) x se desplaza h unidades hacia la derecha, mientras y se
A . . . . .
. mueve k unidades hacia arriba, entonces significa que:
4
Il,
1 e — » h X, =x+h "y =y+k
P(xy)
de la misma manera, si el movimiento es hacia la izquier-
da y hacia abajo, puedes decir que:
X< X X > X
1
x=x,-h 7~ y=y -k
o0 comprobar que:
vy

h=x -x 7~ k=y -y

Si desplazas horizontalmente h unidades hacia la derecha es porque h > 0, pero si h < 0 entonces h se
mueve hacia la izquierda. De la misma forma si k > 0 es porque se mueve hacia arriba y si k se des-
plaza hacia abajo entonces es porque k < 0.

Significa que el movimiento horizontal se denota por h y el vertical por k.
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Ejemplos:

1. En un sistema de ejes de coordenadas, donde se en-
cuentra el punto P(3,4), este se desplaza h =2 vy
k = 3 ;Cudles serdn las coordenadas del punto P’
después del desplazamiento?

Observa que x se movié 2 unidades horizontalmente y

hacia la derecha, lo que significa que:

X, =Xx+h=3+2=5,

pero y se desplazo 3 unidades hacia arriba, es decir:

y,=y+k=4+3=7 elnuevo punto es P’(x,,y ) =
P’(5,7)

2. Si el punto P(3,4) lo mueves hasta el punto
P’(-2,5) encuentras los valores de h y de k.

Solucion:

Comoh=x -x A k=y -y ,entonces:

h=-2-3=-5 A k=5-4=1

3. Un punto se desplazéo h =2 y k = -4 y se encuentra
ahora en P’(-3,2). Encuentra las coordenadas origi-
nales del punto P.

Solucion:

El punto P se encuentra en:

x=x,-h=-3-2=-5

y:yl—k=2—(—4)=2+4=6

El punto tendrd coordenadas P(5,6)
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4. Los vértices del tridngulo ABC se desplazan h =-3 y k = 2, determina la nueva posicién
del tridngulo si sus vértices son los puntos: A(1,3), B(5,3) y C(3,5).

., A
Solucion:

E
7
7/
7
/
‘] |
[ I
i L /
;
Y
| RN ’
A
I
| R | o o o
’
/
i ’
/

NF+-------
w
e
ot -------¥-

Los nuevos vértices son:

A(1+(-3),3+2)=A’(-2,5)

B’(5+(-3),3+2)=B’(2,5)

C(3+(-3),5+2)=C’(0,7) < .

_- - - ==

Observa la figura y coloca los vértices  /
de la pre-imagen y de la imagen.

Es el momento de practicar [0 aprendido

a. Observa las figuras de los planos M y N, crea imdgenes de traslacion para: h=-5y k =-3

y

A
\
A
\ /

AN
\_/
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b. La imagen del triangulo ABC es el triangulo A’B’C’, cuyos vértices son: A’(2,0), B’(8,0) y
C’(5,7), si el desplazamiento fue: h =-3 y k =2, encuentra las coordenada del AABC.

c. Los vértices de un cuadrildtero son: A(1,2); B(5,2); C(3,6)y D(7,6), determina su imagen si
conoces que el desplazamiento horizontal es 2 unidades y su movimiento vertical es de 3 uni-
dades.

d. La imagen del cuadprildtero cuyos vértices son A(1,3); B(7,3); C4,7) y D(8,7) es el cuadri-
ldatero cuyos vértices son: A’(4,1) ; B’(10,1) ; C’(7,5) y D’(11,5), dibujalos y determina los des-
plazamientos h y k.

Producto de traslaciones.

Si tienes una traslacion T que transforma un punto P en otro punto P’ de manera que T (P) = P’, y
existe una segunda traslacion T, que transforma al punto P’ en el punto P” de modo que T (P’) — P”.
Entonces el resultado de esas dos traslaciones sucesivas es un Producto de Traslaciones, 1o cual se
indica por T * T, y establece la correspondencia que existe entre Py P”.

En la figura, observa que: &)
_» T
a. Latraslacion T estéd definida por el vector PP’. P P’
—> T1
b. El vector P’P” define la traslacion T, . T*T,
c. Elproducto de las traslaciones T * T, esta P
definido por la suma de los vectores pE A PP < >
X X
—> —>
T*T, =PP’ +PP”=PP” Yy

Anteriormente pudiste trabajar con los vectores, si tienes que sumar el vector A(h .k ) con el vector B
(h,,k,), obtienes el vector:

R(h,k )+ B (hk) =R, +h k +k)

17
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A Py Si P(x,y) es un punto del plano, y quieres aplicarle dos
) translaciones A (h k) y B (h, k), obtienes la trasla-
— .,
R+B cion:
B
P(X.y) R*B =A+B=R(, +h,k +k)
P(x.y)
\ 4

Ejemplo:

Al punto P(3.,4) aplicarle el producto de traslaciones K * T3>d0nde A(2,4) yB(3,9).

Solucion:

Como se trata de aplicar el producto de traslaciones A * B, al punto P(3.,4), entonces tienes que apli-
car B (3,5) a P(3,4), asi:

B(3,5). [PGB4)]=P'B+3,5+4) =P’(6,9) ahora aplicas:
A(2,4) al punto P’(6,9) y obtienes:

A24). [T;(6,9)] =§:(2+6,4+9) =P”(8,13) entonces: A * B [ P]=P”(8,13)

Es el momento de practicar [o arrendido:

1. Aplicas al punto P(2,5) el producto de traslaciones A * B, sabiendo que:

A(32) * B(2,1) 1
A(22) * B(43)
A(1,3) * B(2,-1)
A0,3) * B(-1,3)
A23) *B(-2,1)

opo o

A

\
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Rotacion.
(JQué significa rotacion?

Si buscas la palabra rotacion en el diccionario encuentras: “Accion y efecto de rodar”y ;qué quiere
decir rodar? “Dar vueltas un cuerpo alrededor de un eje”.

(Qué da vuelta alrededor de un eje?

Las manecillas de un reloj se mueven alrededor de un
punto fijo, que es el centro de rotacion y segiin se van
moviendo forman diversos dngulos de rotacion.

Las hélices de un abanico giran alrededor de un eje, que
es su centro de rotaciéon y generan dngulos de rota-

cion.
AY
Una figura geométrica puede girar sobre un eje y trans- P'(X,.Y,)
formarse, segun describe un dngulo de rotacion. \

Observa la figura, la rotaciéon del punto P(x,y) se pro-
duce cuando con una distancia OP, haces girar a P e} X
apoyando en el centro 0 y describiendo el dngulo A hasta
llegar al punto P*(x,y,)

A
4

Y7

\
Tienes el punto P(3,4) y lo haces girar 90°, obtienes el punto P’(-4,3). Debes recordar que:

X,=xcosA-ysenA
X, =3 Cos 90° - 4 Sen 90°
x, =30)-4()=-4

y,= ycosA+xsenA
y,= 4cos 90°+ 3 sen 90° = 4(0) + 3(1) =3

\
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Si ahora al punto P(3,5) lo haces girar 180°se transforma en el punto P’(-3,-5) porque la
P(3,5) coordenada horizontal de la imagen siempre serd:

x,=xCosA-ySenA,

X, =3 Cos 180° - 5 Sen 180° y como Cos 180° = -1
y sen 180° =0, entonces: x” = 3(-1) — 5(0) =-3
mientras que la coordenada vertical sera:

y,=yCosA+xSenA

y, =5 Cos 180° + 3 Sen 180° = 5(-1) + 3(0) = -5 la imagen del punto P(3,5) con un giro de 180° es
P’(-3,-5)

Si el giro es de 270°, entonces la imagen de
P(3,5) es P’(5,-3)

porque: A=270°y

x,=xCosA-ySenA

x, =3 Cos 270° - 5 Sen 270°

y como:

Cos270°=0 y Sen270°=-1

entonces: X, =3(0) —5(-1) =5 de la misma manera: y, =y CosA +x Sen A
y, = 5 Cos 270° + 3 Sen 270° = 5(0) + 3(-1) =-3

La imagen de P(3,5) con una rotacién de 270° estard en P’(5,-3)

Recuerda que:
> la imagen de un punto P(x,y) con un giro A, tiene como coordenadas el
v} §/ punto P’(x,.y,), donde:

E? x,=xCosA-ySenA 4 y,=yCosA+xSenA
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Si un punto Q(a,b) lo rotas 90° obtienes una imagen Q’(-b,a), si la rotacioén es de 180° la imagen es
Q’(-a,-b) y si es de 270° su imagen es Q’(b,-a)

Puedes rotar wun tridngulo AOC 'y llevar-
lo a la posicion A’0C’, donde O es el Centro
de Rotacion y [3 es su dngulo de  rotacion.

A toda figura a la que se le aplica una rotacién, siempre A
tendrd una imagen homdloga y congruente. '
Para rotar una figura, puedes hacerlo punto a punto si v

conoces sus coordenadas, aunque también puedes rotar
lado con lado.

A

\

La rotacién que se hace en sentido contrario al giro de las manecillas de un reloj genera dngulos po-
sitivos, aunque si giras en el sentido de las manecillas del reloj estards rotando en sentido negativo.

Es el momento de practicar [0 aprendido

1. En las siguientes figuras la imagen es la sefialada con 2. Con un transportador determina el
angulo de rotacion correspondiente a cada una de ellas.

2 1

™~ |

A

\

Y

>
~/

\
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2. Completa el siguiente cuadro, sabiendo que: x, =x Cos A—y Sen A"y, =y Cos A +x Sen A

—(x.y) Angulo (x,.y,) (x.y) Angulo (x5y4)
(3,2) 45° (-5,3) 135°
(-4,-3) 30° (2,-4) 120°
(2,-5) 60° (2.5,4) 150°

MESCyT

3. Los vértices de un triangulo son: A(-2,1), B(2,1) y C(0,4), encuentra el triangulo imagen en
cada uno de los siguientes casos:

1. Siel punto A(-2,1) hace una rotacién de 30°.

1 A
C (0,4)

B(2,1)

1
« T T T T T 1 T Ll « L

Recuerda que:
°§/ x,=xCosA-ySenA"y =y CosA+xSen Ay que cuando se hace la rota-
)S) 2 cion de un vertice los otros vertices hacen la misma rotacion.

Si el punto B(2,1) hace una rotacién de 90°

Si el punto C(0,4) rota 45°

Si el lado AB hace una rotacion de 60°

Si el tridngulo ABC hace una rotacion de 120°, con centro de rotacion en el vértice A.
Usa tu imaginacion y crea un ejemplo con datos semejantes a los utilizados anteriormente.

ORCZARERORS
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Simetria.
Simetria con respecto a un centro.

Si tienes un punto 0 y otro punto A, y le aplicas una
rotacion con centro en 0 y dngulo de 180°, obtienes el
punto A’, entonces puedes decir que A 'y A’ son dos pun- /‘D/A,
tos simétricos con respecto al punto 0.

El punto O es el centro de simetria y la simetria con res-
pecto a un punto es una simetria central. Si haces un

giro de 180° al A ABC alrededor de un punto 0, entonces
formasel AA’'B’C’.

** Toda figura tiene otra simétrica con relacion a un centro de simetria.
** La simetria con respecto a un centro es una rotacion, entonces las dos figuras geométricas
con respecto a dicho centro son congruentes.

Simetria con respecto a una recta.
Si tienes la recta AB, y los puntos P A P’ simétricos

con respecto a dicha recta, entonces se cumple que:
PP’ A AB y segmento OA = segmento 0B. P’

Todo punto que esta sobre una recta, es simétrico de si mismo con respecto
a dicha recta.
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El cuadrilatero ABCD tiene un simétrico con

respecto a la recta R, que es el cuadrildtero
A'B’C’D’.

Puedes darte cuenta que cada punto del cuadriléd-
tero ABCD tiene un simétrico con respecto a ren
el cuadrildtero A’B’C’D’.

La recta R hace la funcién de eje de simetria, as{
puedes tener figuras simétricas separadas por un
eje de simetria.

Las figuras pueden tener: cero, uno, dos, tres,
etc., ejes de simetria

eje de simetria

™S
>

El producto de dos simetrias sucesivas a través de ejes paralelos es una traslacion.

Si R y R’ son dos rectas paralelas y el Al, entonces su simétrico con respecto a R es el A2, pero el
simétrico del A2 con respecto al eje R’ es el A3. Puedes comprobar que si pasas del Al al A3 has
realizado una traslacion.

Dos simetrias sucesivas constituyen un producto de simetria, y como dos re-

0 3!ﬁ ) flexiones sucesivas a traves de ejes paralelos equivalen a una traslacion, en-
E}? tonces un producto de simetria equivale a una traslacion.
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Si el tridngulo ABC tiene un simétrico A A’B’C’ con respecto al eje R, y aparece otro tridngulo A”B”C”
que es simétrico al A A’B’C’ respecto al eje R’ que se intercepta con el eje R, entonces A A”B”C” es
la rotacion del AABC, con centro en 0 y dngulo AOA”.

Dos simetrias con ejes no paralelos, forman dos simetrias axiales, que equivalen a reflexiones sucesi-

vas, y forman una rotacion que tiene por centro de rotacidn la interseccion de los dos ejes.

A
El producto de dos simetrias con ejes perpendiculares
equivale a una rotacion de 180° siendo el centro de giro

@ la interseccidn de los dos ejes.

A
U
v

Es el momento de practicar [o arrendido

Construye un triangulo simétrico al triangulo ABC, si el centro de simetria es el vértice C
Si ABCD es un rombo, construye un simétrico que esté a 2 unidades del vertice D.

La recta R corta dos lados de un triangulo y su simétrico. Dibujalos.

NowoN~

Construye los simétricos de los segmentos AB con respecto al punto 0.
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wn

. Dibuja el eje y el centro de simetria de un rombo.
6. Dibuja un triangulo escaleno y una recta R, y construye su triangulo simétrico.

7. Dibuja el simétrico de un cuadrado ABCD, a) respecto a un vértice b) respecto a un punto
exterior y c¢) respecto a una recta exterior.

8. Traza un eje de simetria a:

| 1 | Semejante a | 2 |

.Qué son figuras semejantes?

Estas son figuras semejantes:
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Diivic

Las figuras geométricas semejantes tienen sus lados proporcionales y sus dngulos correspondientes
congruentes.

Es el momento de practicar [0 aprendido

1. Pon una misma letra a las figuras semejantes:
Todas las figuras geométricas congruentes son semejantes.

oA o @
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2. Completa con la(s) palabra(s) correcta(s).

29 = o8 B0 ge Y ) 1=

ettt ek ek e \O
SIS S R =

17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.
27.

28.

29.
30.

La forma exterior de un cuerpo es su
La representacion de una cosa imitada por un dibujo es su
El cambio operado en un objeto cualquiera es una
Las estdn formadas por puntos.
La transformacion de una figura se realiza punto a
Las son transformaciones especiales.

En las isometrias la figura principal y su son congruentes.

Las isometrias son transformaciones de

Las figuras isométricas mantienen la misma entre sus puntos.
Las isometrias son desplazamientos
Las isometrias se clasifican en:

La imagen de una figura reflejada tiene la de la figura original.

El eje de de un punto P, produce una imagen P’ equidistante.

La reflexion de una linea es otra linea cuyos puntos estdn equidistantes del

Dos rectas perpendiculares entre si forman un de coordenadas.

La reflexion de un punto P(a,b) con respecto al eje XX’ es y con respecto
aleje YY  es

La reflexion del tridngulo MNP sobre el eje XX’ es y sobreeleje YY' es

Movilizar un objeto de un lugar a otro, sin que pierda su naturaleza, ni su orientacién sig-
nifica .
Si al punto P(x,y) lo desplazas (h,k) hasta el punto P’(x1,y1), quiere decir que:

— A —
X = Yy =

Si h >0 es porque el punto se desplaza hacia la , pero si el
desplazamiento es h < 0, entonces se mueve hacia la .

Cuando k > 0 es porque el punto se desplaza hacia y sik <0 es porque el
desplazamiento es hacia .

El desplazamiento horizontal se representa por y el vertical por

El producto de dos transformaciones se expresa por
El producto de dos vectores del plano equivale a la suma de sus

El resultado de la transformacion producto depende del en que se realicen las
transformaciones.
Las manecillas de un reloj se mueven alrededor de un y forman un

de rotacion.

Si aun punto P(x,y) del plano lo haces girar formando un dngulo A, entonces el punto

que obtienes es P’(x,y,), donde x, = Ny, =

Si al punto P(a,b) lo rotas 90°, obtienes una imagen , pero si lo rotas 180° la
imagen serd y si la rotacion es de 270° su imagen es

Dos rotaciones sucesivas a un punto forman un

La rotacion R(0,b) * R(0,a) equivale a
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31.

32.
33.
34.

35.
36.

37.
38.
39.

La simetria de un punto A con respecto a un centro 0, es el punto , que se obtiene
al hacer una rotacion de grados.

Toda tiene otra simétrica con relacion a un Centro de Simetria.

La simetria con respecto a un Centro es una

Todo punto que estd sobre una recta es a s{ mismo con repecto a esa
recta.

Dos simetrias sucesivas constituyen un producto de

El producto de dos simetrias con ejes perpendiculares es una de 180°

con centro en la interseccion de los ejes.

El cociente indicado de dos cantidades recibe el nombre de
La igualdad de dos razones es una
Si un punto P se transforma en P’y con un punto fijo O forma una razén k, entonces existe
una OP’/OP = k.

3. Investiga: ;Qué son los encofrados?
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V.8 Cuerpos Geomeétricos.

Observa este gran reloj:

Es un cuerpo geométrico

Los cuerpos geométricos se clasifican en: poliedros y cuerpos redondos.

Los poliedros estan formados por el conjunto
de cuerpos que tienen todas sus caras planas.

Los elementos de un poliedro son sus: caras, aristas y vértices. .

Los cuerpos redondos estdn formados por el conjunto de
cuerpo que tienen alguna cara curva.

Los poliedros se clasifican en: regulares e irregulares.

Un poliedro es regular, cuando sus caras son poligonos regulares, e iguales entre si. De estos poliedros
solamente existen cinco: tetraedro, exaedro, octaedro, dodecaedro ¢ icosaedro.

Estos son los poliedros regulares:

A AN A

TETRAEDRO EXAEDRO OCTAEDRO DODECAEDRO ICOSAEDRO
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Diagrama de la clasificacion de los cuerpos geométricos.

Cuerpos geométricos

Poliedros |

\ A

Cuerpos Redondos

Regulares « »| lrregulares
Tetraedro
Prisma <] Cilindros <
Exaedro
Octaedro
Conos <
Dodecaedro
Isosaedro Piramides |«
Esferas <
Teorema de Euler.
El nimero de vértice de un poliedro convexo, v ¢ a |vra-¢
mas el nimero de caras, menos el nuimero de Tetraedro 4 4 6 2
aristas es siempre igual a dos. B 8 6 12 2
, L. P Octaedro 6 8 12 2
Sea v el nimero de vértices, ¢ el nimero de caras r
y a el nimero de aristas, entonces: v+c-a = 2 Dodecaedro| 20 12 | 30 2
Icosaedro 12 20 30 2

Prisma.

Esta figura tiene forma prismatica:

|73

Esta computadora tiene forma prismatica.
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El prisma es un poliedro formado por dos planos, que le sirven de base, y sus caras laterales que son
paralelogramos.

Prismas oblicuo Prisma recto

F E

wB1 C

El prisma es recto cuando sus caras laterales son perpen-
diculares a las bases, en caso contrario es oblicuo.

Un prisma es regular cuando sus bases son poligonos re-
gulares, en caso contrario es irregular.

La altura de un prisma es el segmento de perpendicular AL
trazado entre sus bases.. B C

NN,

Cubo con cortes planos en varios lugares

La seccion recta de un prisma es la producida por un plano perpendicular a sus aristas laterales.

Los prismas también se clasifican por el poligono de la base en: triangular, cuadrangular, pentagonal,
etc.

Una diagonal de un prisma es la recta que une dos vérti-
ces que no estdn en una misma cara.

Cuando las bases de un prisma son paralelogramos, es
un paralelepipedo, pero si sus bases son rectingulos se
llama ortaedro, del mismo modo si son rombos es un
romboedro, pero si sus seis caras son cuadrados entonces
es un exaedro o cubo.
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Un paralelepipedo tiene cuatro diagonales que tienen un punto comun.

N\

El matematico sueco Poinsot descubrié que exis-
ten ademds cuatro poliedros regulares estrella-
dos.

Estos son poliedros estrellados.
El cuadrado de una diagonal de un ortaedro, es

igual a la suma de los cuadrados de las tres aristas
que concurren en un vértice.

d?=b?+a? + I

Ejemplos:
1. Calcular la diagonal de un ortaedro, si sus aristas miden 4cms, 6¢cms y 7cms.
Solucion:
Como d*’=b?+a’+h> yb=4cms,a=6cmsyh =7cms, sustituyendo se obtiene:
d? = (4cms)? + (6cms)? + (7cms)? = 16cms? + 36cms? + 49cms? = 101cms?
d =101 cms? =10 cms.
1. Determina la diagonal de un ortaedro de 8cms, 9cms y 1lcms., de aristas respectivamente.

Solucion:

Como d*=b*+a’+h*> yb=8cms,a=9msyh = 1lcms, sustituyendo se obtiene:
d?> = (8cms)? + (9cms)? + (11cms)?> = 64cms? + 81cms? + 121ecms? = 266¢cms?

d =v266 cms® =16.02cms.
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Es el momento de practicar [0 aprendido

1. Sia, by cson aristas de un ortaedro y d es la diagonal, completa el siguiente cuadro:

a b c d
5 7 9
4 7 10
12 15 19.6215
10 9 15.625

Piramide.

Los drboles de Navidad tienen forma piramidal.

La pirdmide es un poliedro formado por un poligono
como base y sus caras laterales son tridngulos.

Las piramides pueden ser regulares e irregulares, segun
lo sea el poligono de la base. Se clasifican en: triangula-
| res, cuadrangulares, pentagonales, exagonales, etc.

La altura de una pirdmide es la perpendicular trazada desde el vértice superior hasta el plano que le
sirve de base. Cuando la pirdmide es regular, la altura intercepta al poligono base en su centro.
A la altura de una cara lateral de una pirdmide se le llama su apotema.

La apotema de una pirdamide regular, su altura y la apotema del poligono base,
Jorman un tridngulo rectdangulo.

Propiedades de una Piramide.

1. Para toda pirdmide de n lados, sus caras serdn n+1
2. Las aristas y los dngulos diedros serdn = 2n

3. Los vértices son iguales a n+1

4. Los angulos triedros son iguales a n

5. Los dngulos planos son iguales a 4n.
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Tronco de Piramide.
Este es un tronco de Piramide
Tronco de pirdmide es la parte de pirdmide com-

prendida entre la base y una seccién producida
por un plano que corte todas las aristas.

La altura del tronco de pirdmide es el segmento de perpendicular comprendido entre sus bases.
La apotema de un tronco de pirdmide regular es el segmento de recta que une los puntos medios de
dos lados paralelos de las bases.

Para un tronco de piramide regular, se cumple que:

1. Las caras laterales son trapecios isosceles iguales.
2. Las bases son poligonos semejantes.

Nota Histérica

LA GRAN PIRAMIDE DE KEOPS

En Egipto se encuentra la Piramide de Keops,
llamada también, la Gran Piramide, la Primera
Maravilla del Mundo o la Pirdamide Matematica.
Esta piramide, si se divide la longitud del peri-
metro de su base por el doble de su base es-
cuadrada, que mide 232,805, su perimetro sera
931,220. Asi también, su altura mide 148,208,
que por 2 sera igual a 296,416, y que,si se divi-
de 931,220 entre 296,416, se obtiene 3.14159...
= I,

En esta piramide sus diagonales prolongadas
encierran el Delta del Nilo, y el meridiano que marca su cuspide, divide el Delta en dos partes
iguales. También este meridiano atraviesa un maximo de continentes y un minimo de mares
y divide de Este a Oeste las tierras habitadas del globo en dos partes iguales.

Los lados de la Piramide se orientan a los cuatro puntos cardinales. Sus sombras marcan con
precision matematica las fechas de los equinoccios de la primavera y otofio y los solsticios de
invierno y verano.

La suma de las diagonales de la base, expresada en pulgadas piramidales, marca los afios
precisos para que los equinoccios vuelvan a idéntica posicion y tengan un lugar sobre el mis-
mo punto.

P

g BT A e =
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El codo sagrado o codo piramidal, que es igual a 0.635660 milimetros, aplicado en la cons-
truccion de la Piramide, es exactamente la diezmillonésima parte del radio polar terrestre.

Al multiplicar la longitud de la antecamara real, en pulgadas piramidales (equivalen a 999 pul-
gadas inglesas), por 3.1416, indica la duracién exacta del afio en dias, o sea, 365,242 dias.

Cada lado de su base indica, en codos sagrados, la duracion del afio bisiesto. El producto de
multiplicar el volumen por la densidad de las piedras que la forman (2.06), indica la densidad
de la Tierra, o sea, 5.52. La altura de la Gran Piramide en escala decimal, es exactamente
igual a la distancia al Sol.

Superficie de los Poliedros.

El drea o superficie de un tetraedro es la suma de las dreas de los 4 tridngulos equildteros que lo for-
man, y como el drea de un tridgulo equildtero equivale a !4 V3 de su lado al cuadrado, en los poliedros
los lados son aristas, entonces

A=44V312) =3 @

El drea o superficie de un exaedro o cubo es la suma de
las de las dreas de los 6 cudrados que lo forman.

Como el area de un cuadrado es el cuadrado de la lon-
gitud del lado, y el cubo tiene 6 cuadrados, entonces su
area es:

A =64’

La superficie de un octaedro equivale a la suma de las dreas de los
8 tridngulo equildteros que lo forman, lo que significa que:

A=8( (V3L =23 &

El dodecaedro estd formado por 12 pentdgonos regulares
y su superfice es doce veces la superficie de un pentago-
no; como la superficie de un pentdgono regular es : A=Y
(V25 + 10V5)L2, esto significa que el drea del dodecae-
dro es: A=12 (% (v25 + 10V5)L?2

A=3(WV25+ 10\_/5) a*
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El icosaedro estd formado por 20 tridngulos equildteros y su
drea equivale a 20 veces la superficie de un tridngulo equild-
tero; lo que significa que: A = 20 V3 =543

4
A=5a’v3
Superficie de un Prisma. Ay
AL :\ D’
. . . . B : ct
La superficie de un prisma es igual a la suma de las dreas :
de los poligonos que lo forman. i
‘h
Si se desea hallar la superficie lateral tinicamente, y el
prisma es recto, se multiplica el perimetro de la base F E
por la altura. A ’ D
B C Prisma recto
AL=Pa . . . .
Pero si el sistema es oblicuo, entonces se multi-
plica el perimetro de la seccidn recta por la aris-
ta.
AL =Ph

Prisma oblicuo

Para hallar la superficie completa, se suma, a la superficie lateral, la superficie de las dos bases.
S=AL + 2B pero AL=Ph y B = /3Pa

S =Ph + 2(%2Pa) = Ph + Pa= P(h+a)

Ejemplos:

1. Calcula la superficie de un tedraedro de 2.3 cms de aristas.

Solucion:

Como el drea de un tetraedro es: A =3 @ y a = 2.3cms., entonces: A = 1.7321 (2.3cms)?
=3.984 cms>.
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2. Si la arista de un exaedro mide 8cms ;Cudl es su drea?
Solucion:

Como el drea del cubo o exaedeo es A = 6a%, y a = 8cms, entonces A =6 (8cms)? =
= 6 (64cms?) = 384 cms®.

3. Deterrmina la superficie de un octaedro de 4 cms de arista.
Solucion:

Como el volumen de un poliedro regular de 8 caras es: A = 2V3 @ y a=4cms, entonces:
A =2v3 (4ems)? = 2(1.7321)(16 cms?) = 55.427 cms?

4. Cudntos metros cuadrados de pintura hay que aplicarle a un tanque que tiene forma de un dodecae-
dro, si la unidn de sus caras laterales mide 4.5m.

Solucion.
Como el drea de un dodecaedro es: 3(vV 25 + 10v5)a? y a = 4.5ms., entonces la superficie del tanque
es A= 3(v25 + 10(2.2361)(20.25 m?) = 3(v25 + 22.361)( 20.25m?) = 3(v47.361)(20. 25m?) = 418.08

m2

5. Calcula la superficie de un icosaedro de 2.5 ms de arista.
Solucion:

Como el drea de un poliedro regular de 20 caras es A = 54° V3 y a = 2.5 cms; entonces
A=5(2.5cms)*(V3 ) = 137.8 cms?(v3 ) = 238.39cms?2.

6. Determina cudntos métros cuadrados de empafiete necesita un albaiil para empafietar la parte lateral
de un tanque de forma prismadtica de 20 metros de altura, si su base es un pentdgono de 18 metros
de lado.

Solucion:

Como el drea de un prisma es AL = Ph y la base tiene 5 lados; entonces: P = 5(18 ms) =
90 cms y como la altura es de 20 metros entonces: AL = 90ms (18ms) = 1,620m>.

7. Calcula el drea total de un prisma recto exagonal de 9 cms de lado y su altura de 20 cms.
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Solucion:

Como la superficie de un prisma es: A = P(h+a), y el perimetro del exdgono regular de la base es P=6
(9cms) = 54 cms y su apotema es a = % Lv3 = 1 (9cms) V3 = 4.5 cms (1.7321) = 7.794 cms, sabiendo
que la altura es 20cms, entonces:

S =54cms (20 cm + 7.794 cms) = 54cms (27.794cms) = 1,500.876 cms?.

Es el momento de practicar [0 aprendido

1. Grisel quiere saber que cantidad de carton se lleva
una caja de 24 pulgadas de largo, 15 pulgadas de
ancho y 12 pulgadas de alto.

. La superficie de un tetraedro regular es de 652.28cms?, halla la arista. —

. Cudl es la superficie de un octaedro de 5cms de arista?

. Halla la superficie de un ortoedro de 8cms de largo, 10cms, de ancho y 12cms, de altura.
. Calcula la superficie de un icosaedro de 8cms, de arista.

Calcula la superficie de un dodecaedro, si una cara tiene 8cms de lado y 6¢ms; si las bases de
un prisma son cuadrados de 6.25cms’ de drea, calcula la superficie del prisma si su altura
es el triplo de un lado de la base.

S AW N

7. Calcular la superficie de cada prisma:

g

| |
|

4m

9cm 8 cm

|
|
I
| |
/'J' el P T

s
> - .

T________,___.___
N

1
1
1

- z 4 m
3cm 5cm

~

b
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8. Calcula la superficie de un prisma exagonal regular si un lado de la base mide 8cms, y la
arista lateral mide 22cms.

9. Determina la superficie de un prisma recto triangular si un lado de la base mide 8cms y la
arista lateral mide 12cms.

10. Calcula el darea total de un prisma recto de 20cms de altura, si sus bases son enedgonos re-
gulares de 8cms de lados y 5cms de apotema.

11. Halla la superficie de un cubo de 24cms de diagonal.

12. Determina la altura de un prisma de 1162.56cms’ de superficie si su base es un exdgono
regular de 8cms de lado.

13. Calcula la superficie de un prisma recto exdagonal de 15cms de altura si la apotema de la base
mide 7\3cms.

14. Determina el lado de la base de un prisma triangular de 463.36cms’ de superficie si su altura
es de 17cms.

15. La base de un prisma recto es un triangulo rectingulo de 25cms de hipotenusa y un cateto
mide 7cms. Halla la altura del prisma si la superficie es de 1848cms’.

Superficie de la Piramide.
|

La superficie de una pirdmide es igual a la suma de las
dreas de los poligonos que la forman.

Como las caras laterales de una pirdmide regular son
tantos tridngulos iguales como lados tiene el poligono
base, y ya que la superficie de un tridngulo es igual a %2
bh, entonces el drea lateral de una pirdmide regular es
tantas veces nbg como lados tiene la base. Pero la base
de cada tridngulo es un lado del poligono y la altura es la
apotema de la pirdmide, entonces la superficie lateral de
la pirdmide es igual al semi-perimetro de la base por la
apotema de la pirdmide.

AL = %Pa’

Para hallar la superficie de una pirdmide se suma al drea S=AL+B
lateral, y la superficie de la base.

Pero AL = 4Pa’ y B = 14Pa entonces S ="Pa’ +'2Pa =" P(a’+a)
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Ejemplos:

1. El campanario de una iglesia es una pirdmide recta donde cada
cara tiene una altura de 20ms. Si sabes que su base tiene forma
exagonal regular de 12 ms de lado, determina la superficie del
campanario.

Solucion:

Como la base es un hexdgono regular, hay que hallar su drea, que es igual B = 3/ V3 y como el lado
mide 12 m, entonces la base del capanario tiene: b = 3(12m)2v3 = 432v/3m> pero una piramide hexa-
gonal tiene 6 caras iguales que son tridngulos equildteros y el drea de cada tridngulo es: A =% 2 V3 =
15 (12m)2V3 = 72v/3m> Como la superficie de la pirdmide equivale al total del Area Lateral + el Area
de la Base, entonces:

S =AL +B =432V3m? + 72V3m? = (432 + 72) V3m? = 504v3m>
= 504(1.73)m? = 871.92 m?

2. Determina la superficie de una pirdmide de 12cms de apotema, si su base es un triidngulo de
Scms, 7cms y 8cms de lados.

Solucion:

Como la superficie de una pirdmide e igual S = AL +B y AL = %:Pa’, si sabes que el perimetro equi-
vale a la suma de los lados de la base, entonces P = Scms+ 7cms + 8cms = 20 cms y como la apotema
es igual a 12 cms, entonces AL = %4Pa’ = 4 (20cms) (12 cms) = 120 cms?. Después de hallar el drea
lateral, hay que encontrar el drea de la base que se determina con la férmula: B = \/p(p—a)(p—b)(p—c),
donde p='% Pya, by csonlos lados del tridngulo, entonces:

B= \/10(10—5)(10—7)(10—8) = v10(5)(3)(2) =+v300=+v100(3) = 10v3 cms?> = 10(1.73)
=17.3 cms?
Esto significa que la superficie de la pirdmide es: 120 cms? + 17.3 cms? = 137.3 cms?

3. Halla el drea lateral de una piramide regular, de 12cms., de apotema, si su base es un pentdagono
de 8cms., de lado.

AL=%Pa’ P=8cmsx5=40cms y como a’ = 12cms, entonces:
AL=1 (40cms x 12cms) = 240cms?
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4. Determina la superficie lateral de una pirdmide de 15cms de apotema, si su base es un tridngulo
de 6,7 y 8cms de lados.

AL =% Pa’ P=6cms + 7cms + 8cms = 21cms
AL =% (21cms x 15¢ms) = 157.5¢ ms?

5. Calcula la superficie total de una piramide recta, de 20cms de apotema, si su base es un exdgono
de 8cms de lado.

At=AL+B P=8cms x 6 =48cms
AL =V Pa’ AL =1 48cms x 20cms = 480 cms?
a=%LV3=1%(8V3)=4v3cms
B =1 (4 v3cms x 48cms) = 96 V3 cms?
At = 480 cms>+ 96 V3 cms’= 644.16 cms?

Es el momento de practicar [o arrendido

1. Calcula la superficie de una piramide recta regular de 12cms de apotema si su base es un
exdgono de 8cms de lado.

2. Halla la superficie regular de 12cms de apotema si su base es un triangulo equildtero donde
el lado es 3/4 de la apotema de la piramide.

3. Determina la superficie de una piramide regular de 12 cms de altura si su base es un cuadra-
do de 18cms de lado.

4. Sila altura de una piramide recta mide 41cms y la base es un exdgono de 9cms de apotema
calcula la superficie de la piramide.

5. Determina la superficie de estas piramides.
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6. Calcula la apotema de una piramide de 402.375m’ de superficie si su base es un exdgono de
6m de lado.

7. Determina el drea total de una piramide regular, si su base es un triangulo equildtero de 8cms
de lado y la apotema de la piramide es de 15cms.

8. Halla la superficie de una piramide de 24cms de altura si su base es un dodecdgono de 5cms
de lado y 7cms de apotema.

9. Calcula la apotema de una piramide regular si su base es un octagono de 9cms de lado y 8cms
de apotema y la superficie de la piramide es de 1296cms2.

10. Si la altura de una piramide mide 15cms y la base es un cuadrado de 16cms de lado, calcula
la superficie de la piramide.

Volumen de los poliedros.

Volumen del tetraedro, es igual al producto de la arista
al cubo por V2 entre 12. Es decir:

V=112V2

El volumen de un exaedro es igual a la longitud de
un lado elevado al cubo.

V =43

El volumen de un octoedro es igual a un
tercio de raiz de 2 por su arista al cubo.

V=13V2a

El volumen de un dodecaedro en funcidn de su arista
se determina por la férmula.

V =%(15 + V5) &
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El volumen de un icosaedro se determina con la férmula:

V=5/123+5) &

El volumen de un ortoedro es igual al producto de sus aristas: V =abc

El volumen de un prisma recto es igual al drea de la
base por la altura.

Como el area de un poligono cualquiera equivale a %2
de su perimetro por su apotema.

Entonces V = %4Pah, si llamas B al drea de la Base,
entonces

El volumen de una pirdmide equivale a un tercio
del drea de su base por la altura. Si el drea de la
base de una pirdmide la nombras como B, enton-
ces su volumen es: V = 1/3 Bh.

Ejemplos:

1. Calcula el volumen de un tedraedro de 3 cms de aristas.

Solucion:

Como el volumen de un tetraedro es: V = 1/12v2 &3 y a = 3cms., entonces:
V = 1/12 V2 (3cms)® = 0.083 x 1.4142 x 27cms’ = 3.169 cms?

2. Si la arista de un exaedro mide 5cms ;Cudl es su volumen?
Solucion:

Como el volumen del cubo o exaedro es V = ¢’ y a = Scms, entonces
V = (5cms)? = 125¢ms?.
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3. Determina el volumen de un octaedro de 2.1 cms de arista.
Solucion:

Como el volumen de un poliedro regular de 8 caras es: V = 1/3 V2 & y a=2.lcms,
entonces: V =1/3v2 (2.1cms)® = 1/3v2 (9.261 cms®) = 4.366
cms’

4. Cudntos metros ctibicos de agua coge un tanque que tiene forma de un dodecaedro, si cada unién
de sus caras laterales mide Sm.

Solucion.

Como el volumen de un dodecaedro es: V = % (15 + 7V5) a3 y a=5ms., entonces los galones de agua
que coge el tanque son: V =0.25 (5 + 7(2.2361)(125 m?) =0.25 (5 + 15.653)(125 m?) ==0.25 (20.653)
( 125 m?) = 645.406 metros ctibicos de agua.

5. Calcula el volumen de un icosaedro de 1.5 ms de arista.
Solucion:

Como el volumen de un poliedro regular de 20 caras es V = 5/12 (3 +\/5_) @’y a = 1.5 m, entonces
V=5/12 (3 +2.2361)(1.5m)* = 0.4167 (5.2361)(2.25m%*) = 4.910 m°.

6. Determina cudntos métros cubicos de agua coge un tanque de forma prismatica, si su base es un
exdgono de 15 metros por lado y la altura del tanque mide 25 ms.

Solucion:

Como el volumen de un prisma es V = Bh, donde B es el drea de la base: = 2 Pa, y P significa el
perimetro de la base, que como tiene 6 lados, entonces P = 6. = 6(15 m) = 90 metros, la apotema del
exdgono es 5 V3 L; a = % (1.7321)(15m) = 12.991 m., entonces el drea de la base es: B = 90ms x
12.991 ms = 1,169.19 ms?, donde el volumen es:

V =1,169.19ms? x 25 ms = 29,229.75 ms* de agua.

7. Calcula el volumen de una pirdmide cuya base es un cuadrado de 12 cms de lado y la altura de la
pirdmide es de 15 cms.

Solucion:
Como la base es un cuadrado, entonces su area de B =12 = (12cms)? = 144 cms?, y como el volumen

de la pirdmide es un tercio del drea de la base por la altura, se tiene: V =1/3Bh=1/3 (144cms?)
(15 cms) = 1/3(2160 cms®) = 720 cms?®
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8. Determina el volumen de una pirdmide de 15cms. de altura, si su base es un rombo de 8 y 6¢cms.
respectivamente de diagonales.

V=1/3Bh B =% (8ms x 6¢cms) = 24 cms>
B=12Dd V=1/3(24cms?>x 15cms)= 120cms?

Es el momento de practicar [0 aprendido

1. Calcula la apotema de una piramide de 402.375m? de superficie, si su base es un exdgono
regular de 6m de lado y si su base es un triangulo equildtero de 8cms de lado.

2. Halla el volumen de un prisma recto, en que las bases son exdgonos regulares de 10cms. de
lado y la altura del prisma es de 30cms.

3. Calcula el volumen de un prisma recto si su base es un rombo de 20cms. de lado y su diago-
nal menor mide 24cms. La altura del prima es de 30cms.

4. Determina el volumen de un prisma recto de 12cms. de altura, si su base es un trapecio en
que la base mayor mide 16cms. y la altura y la base menor son 1/3 de la base mayor.

5. Halla el volumen de un prisma pentagonal de 15cms. de altura, si un lado de la base mide
3cms. y su apotema es de 5.3cms.

6. Determina el volumen de un prisma recto exagonal de 15m de altura, si un lado de la base
mide 5 3/4 cms.

7. Calcula el volumen de una piramide de 13cms de apotema, si su base es un exdgono de 8cms,
de lado.

8. Determina el volumen de una piramide de 15cms de altura, si su base es un triangulo de 7,
5 y 4cms, respectivamente de lad.

9. Calcula el volumen de una piramide de 20cms de altura, su base es un rombo de 10y 12m
de diagonales, respectivamente.

10. ;Cual sera el volumen de una piramide regular de 8 2/3dms de altura, si su base es un exd-
gono de 4 1/2dms, de apotema?
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11. Determina el volumen de estos poliedros:

12. Se desea pintar la casa de la figura. ; Cudntos metros cuadrados de pintura se lleva?

13. Calcula el volumen de un paralelepipedo rectangulo; si su diagonal mide 15cms., la altura
es de 8cms. y un lado de la base es de 5cms.

14. Calcula la arista de un cubo de 90cms’ de volumen.

15. Determina el volumen de un prisma recto exagonal de 15m de altura, si un lado de la base
mide 5 3/4 cms.

Cuerpos redondos.

Los cuerpos redondos son: cilindro, cono y esfera. El
cilindro recto es también conocido como cilindro de re-
volucién . El cilindro se forma por un rectdngulo que
gira alrededor de uno de sus lados . El lado opuesto al eje
de giro es la generatriz y genera la superficie lateral del
cilindro, los lados perpendiculares al eje de giro generan
los circulos bdsicos.
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Estas latas de pintura tienen forma cilindrica. Puedes
hallarle su superficie para saber la cantidad de material
que se lleva fabricarlas y también puedes determinar
su volumen.para saber que cantidad de pintura contie-
ne cada lata. La superficie de un cilindro es el drea de
su forma circular, sumada al area de la suma de sus
bases.

La superficie cilindrica es un rectingulo que tiene como base la longitud de la circunferencia y
como altura la misma del cilindro.

Como el cilindro tiene dos circulos como N
T bases y el drea de un circulo equivale a
7t por radio al cuadrado, entonces la su-
perficie del cilindro es igual al drea de

h las dos bases mds el drea de la superfi- 27tr

cie cilindrica; o sea: S = 2mtr? + 2strh.

Si ahora sacas los factores comunes ob- S = 2mtr? + 27trh.
L tienes una férmula para encontrar la su-
perficie de un cilindro, es decir:

Ejemplos: S =27mr(r + h).

Si deseas armar un tanque redondo que tenga como base
dos tapas de 10 pies de didmetro y una altura de 20 pies
(Que cantidad de material necesitas?

Solucion:

Como las tapas del tanque tienen didmetro de 10 pies esto indica que r = Spies, porque el radio es la
mitad del didmetro, y como h = 20pies, esto indica que si : S = 2mr(r + h). y = 3.14 entonces:
S =2(3.14)(5pies)(Spies + 20pies) = 31.40 pies(25pies) = 785 pies cuadrado de material.

Si ahora deseas saber qué cantidad de pintura tiene cada una de estas latas, sabiendo que tienen 12
pulgadas de alta y 6 pulgadas de ancho.

Solucion:
Como la base tiene 6 pulgadas de ancho, y la base es un circulo, entonces tiene 3 pulgadas de radio,

y como el drea del circulo es 7 por radio al cuadrado, entonces se tiene el drea de la base es B = mr? =
3.14 (3 pulgadas)® = 3.14 x 9 pulgadas cuadradas = 28.23 pulgadas cuadrada. Pero el volumen de un
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cilindro equivale al drea de la base por la altura, sabiendo que la altura es 12 pulgadas, entonces V =
28.23 pulgadas cuadradas x 12 pulgadas = 338.76 pulgadas cubicas.

El Cono:
Este gorrito de cumpleafios tiene forma cénica:
El cono de revolucion o simplemente cono, es la porcion

de espacio delimitada por una superficie de revolucion
conica y un plano perpendicular al eje.

Como puedes ver, el cono tiene un circulo que le sirve de base y parte lateral, pues es una superficie
conica

La superficie del cono la determinas con el drea de la base sumada al drea de la superficie conica.

La base siempre es un circulo, cuya drea es B = 7 y la superficie conica es un tridngulo circular, cuya
base es la longitud de la circunferencia de la base y su altura es la generatriz que dio origen al cono.

Como el drea de un tridngulo es la mitad de la base por
la altura y la base es la longitud de la circuferencia, que
es 2m por radio, y la altura es la generatirz g, entonces el
drea de la superficie conica es:

A=2mrg+2=mrg pero lasuperficie del cono incluye
el drea de su base, por tanto: y si sacas los factores comu-

nes la puedes simplificar asf:

— 2
S=nr’+mrg S= mr(r+g)
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Ejemplos:

1. Calcula la cantidad de cartulina que lleva confeccionar 300 gorritos de cumpleafios, si deben tener
12 cms de didmetro y la generatriz cénica es de 15 cms.

Solucion:

Como el drea conica es: A = mrg), y el radio es %4 del didmetro, es decir r = 6¢cms., como g = 15cms,
entonces : A = 3.14(6cms)(15cms) = 3.14 (6cms)(15cms) = 282.6 cms?, significa que un gorrito se
lleva 282.6 cms?de cartulina. Entonces 300 gorritos se llevaran: 300 x 282.6 cms? = 84,780 cms? de
cartulina.

2. Determina la superficie de un cono de Scms de radio y 12cms de altura.

Solucion:

Como la superficie del cono S = wr(r + g) y r = Scms., y g = vh? + 12, entonces:

g=vh + 2 =V(12)? + 52 = V144 + 25 =169 cms® = 13 cms. Ahora puedes determinar el 4rea total,
que es S = 3.14 (Scms)(S5cms + 13cms) = 3.14 (Scms)(18cms) = 282.6 cms?.

La Esfera

Observa esta pelota, tiene forma esférica.

Este globo terrdqueo, tiene forma esférica.

Esto significa que la esfera es un cuerpo redondo, que
generalmente se forma al girar una semicircunferencia
alrededor de su didmetro.
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Si deseas saber qué cantidad de material se necesita para
armar esta pelota, tendrias que debaratarla y verias que
equivale a 4 circulos. Como el drea de un circulo es mr?,
entonces tendrias 4 mr?; suponiendo que el diametro de
la pelota es de 30 cms, entonces el radio seria de 15 cms,
por tanto, el material que necesitas es: 4 mr? = 4(3.14)
(15cms)?. Es decir:  12.56 x 225cms? = 2,726¢cms? de
material.

Si ahora quieres llenar la misma pelota de agua, cuantos cms de agua necesitas.

Pues tendrias que multiplicar 4/3 de Pi (;t ) por la longitud del
radio elevado al cubo, o sea:

— — V =4/3nr® = 4/3 (3.14)(15cms)? =4/3(3.14)(3375cms?)=
— V = 14,130 cms cubicos de agua.

Es el momento de practicar [0 aprendido

1. Determina la superficie lateral de un cilindro recto, de 12cms, de altura, si sus bases tienen
8cms. de diametro.

2. Calcula el radio de la base de un cilindro recto de 226.8cms’? de superficie lateral, si su altura
mide 12cms.

3. Halla el area total de un cilindro de resolucion de 10cms de altura, si el radio de la base mide
4cms.

4. Calcula el area total de un cilindro recto de 12cms, de altura, si el diametro de la base mide
6cms.

5. Calcula el area lateral de un cilindro de 8m, de diametro si su altura es de 24m.
6. Determina la altura de un cilindro de 628cms? de drea, si el radio de la base es de 10cms.

7. El radio de una columna cilindrica tiene 58cms y su altura es de 4m. ;cudl es el area lateral
de la columna?

8. El radio de la base de un cilindro es la quinta parte de su altura. Si la generatriz mide
20cms. calcula la superficie lateral del cilindro.

9. Halla el area total de un cilindro donde la superficie lateral equivale a la superficie de las

bases y la altura del cilindro es el triplo del diametro. El radio de una base mide 3.2m.
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10. Un cilindro de 314dms’ de drea lateral y 132dms, de altura. Calcula el drea de las bases.
11. Determina la superficie de estos cuerpos redondos:.

12. La superficie total de un cono es de 204.1cms. Calcula el radio de la base si la generatriz
mide 8cms.

13. Si la longitud de la circunferencia de la base de un cono recto es de 28.26m y la generatriz
es de 15m, halla el darea lateral.

14. Si el drea de la base de un cono es de 12.56cms’ y la superficie total es de 31.4cms’, halla la
altura del cono.

15. Calcula la superficie estas esferas:.
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Volumen de los cuerpos redondos.

Volumen del Cilindro. C:::}—'

El volumen de un cilindro equivale al drea de su base por la altura.
V = Bh. Como la base es un circulo, entonces B =mr?, por lo que : h

V =nr’h. \:\_D_

Ejemplos:

1. Determina cuantos cms cubicos de refresco se necesitan para llenar este paquete, si cada lata tiene
6 cms de didmetro y 12cms de altura.

Solucion:

Como el volumen de una lata es V =mr’h y d = 6 cms, por tanto r = 3cms si h = 12, entonces V =
3.14(3cms)*(12cms) = 3.14 (9cms?)(12cms) = 339.12 cms?.

Lo que significa que para llenar las 6 latas se necesitan 339.12 cms® x 6 = 2,034.72 cms®.
2. Calcula el volumen de un cilindro de 5 cms de radio y 15 cms de altura:
Solucion:

Como el volumen de un cilindro es: V =mtr’h 'y r=5 cms, h = 15 cms; entonces
V =3.14 (5cms)*(15cms) = 3.14 (25cms?)(15¢cms) = 1,177.5 cms?.

Volumen del Cono.

El volumen de un cono recto es igual a un tercio del producto del drea de su base por la altura. V =
1/3 Bh, y como la base es un circulo, entonces B = ur?, de donde: 'V = 1/3 mir*h

Ejemplos:

1. Rosita desea saber que cantidad de gofio tiene que
utilizar para llenar los conitos en el cumpleafios de
Eros, y como los conitos forman conos de 6 cms de
didmetro y 18 cms de altura, entonces lo que nece-
sita es hallar el volumen de cada cono.
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Solucion:

Como el volumen de un cono es un tercio del drea de la base por la altura, y la base es un circulo
de 3 cms de radio, entonces Rosita puede utilizar la formula: V =1/3 Bh = 1/3 @ h = 1/3(3.14)
(3cms)*(18cms) = 169.56 cms.3 Significa que cada gorrito se llena con 169.56 cms3 de gofio.

1. Halla el volumen de un cono de 12 cms, de altura 9 cms, de radio en su base.

Solucion:

Como el volumen de un cono es: V = 1/3mtr*h, y h = 12 cms y r = 9cms, entonces L
V =1/3 (3.14)(9cms)? (12cms) =1,017.6 cms®.

Volumen de la esfera.

El volumen de una esfera es 4/3 del radio elevado al cubo.

V=4/3nr

Ejemplos:

1. Se desea hacer una bola de cemento que tenga 250 ms.
de didmetro ;Qué cantidad de mezcla se necesita?

Solucion:

Como el volumen de una esferaes: V=4/3nr’yr=1%d,y d= 125 ms, entonces:
se necesitan : V =4/3 (125ms)* = 4/3 (3.14) (1,953,125 ms?) = 8,177,083.33 ms* de mezcla.

2. Calcula el volumen de una esfera de 8 cms de radio.
Solucion:
Como el volumen de una esfera es: V = 4/3 mr® y r = 8cms, entonces

V =4/3(3.14)(8cms)* = 4/3 (3.14)(512cms’) =
V =2,143.573 cms?
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Es el momento de practicar [0 aprendido

Determina el volumen de un cilindro de 6¢cms de diametro y 15cms de altura.
Halla la altura de u cilindro de 4cms de radio y 502.4cms’ de volumen.
Si la altura de un cilindro es 1/3 del radio y el radio mide 6cms. Halla el volumen.

Halla el volumen de un cilindro de 8cms de altura, si el radio es 1/2 de la altura.

SR BN~

Determinala superficie y el volumen de estos cuerpos redondos:

6. Sila generatriz es el doble del radio y el volumen del cono es de 502.4cms’. Halla la gene-
ratriz.

7. Calculala altura de un cono de 48cms de generatriz, sabiendo que el radio de la base mide
26cms.

8.  En un cono recto la generatriz es el doble del diametro de la base cuya circunferencia es
de 18.84. Calcula el volumen.

9. Calcula el volumen de un cono, si la altura es el doble del radio y la circunferencia mide
6.28cms.

10. Determina el volumen de un cono, si la generatriz es 1cm mayor que la altura y el radio
es 7cms menor que la altura.

11. La longitud de la base de un cono es una circunferencia de 24cms. Halla el radio y el volu-
men del cono si la altura es 1/3 del radio. Halla el area de una esfera de 5cms, de radio.
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12. Halla el volumen de estos cuerpos:

13. Calcula el radio de una esfera, cuando
el volumen es igual a 4 2/3 de su drea.

14. Determina el volumen de una esfera,
cuando su area equivale al volumen.
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UNIDAD VI

INTRODUCCION A LA ESTADISTICA

Introduccion

Se ha dicho en el marco tedrico, que los objetivos generales de los cursos universitarios de nivelacién
son apoyar el desarrollo de conocimientos, habilidades y actitudes relacionadas a la matemadtica.

Con el objeto de alcanzar estos objetivos se propone un método de trabajo adecuado a la matemadtica
axial como un conjunto de ejercicios, que permiten al estudiante afianzarse en los procesos mentales
que en cada unidad en que se ha dividido este curso de nivelacion, se presentan.

Objetivos especificos de esta unidad:

En esta sexta unidad del “Curso universitario de nivelacion” que lleva el titulo “Introduccion a la
Estadistica” se busca ofrecer al alumno una serie de conceptos elementales sobre estadistica. Asi pues,
esta unidad tiene como objetivo principal ofrecer a los alumnos: algunos conceptos bdsicos de la
estadistica, de modo estos pueden comprender la informacién que sobre datos sociales que aparecen
constantemente en la prensa, en los libros y en los informes elaborados por centros de investigacion
sobre hechos y fendmenos de la sociedad.

Entre los objetivos que esta unidad intenta alcanzar estdn:

desarrollar en el alumno:
* las capacidades de elaborar conceptos,
* las capacidades de relacionarnos para construir una especie de mapa cognitivo
* las capacidad de aprender a discriminar un conjunto amplio de conceptos

Por lo que se recomienda realizar los ejercicios de esta unidad para completar el desarrollo de las
funciones mentales que se han propuesto desarrollar en este curso de nivelacion, como son el afianza-
miento de.

. la capacidad de discriminacion de las situaciones del ejercicio.

. asi como afianzar los automatismos de estos procesos mentales

MUNDO GEOMETRICO 217 CURSO DE NIVELACION




MATEMATICA MESCyT

Sistematizacion de esta clase de ejercicios para esta unidad
Escoge una seccion de texto de la Unidad VI y establece estos pasos:

1° Elabora un listado de palabras o conceptos importantes expresados en esta unidad.

2° Intenta construir un mapa cognitivo en el que se indiquen sus interrelaciones, al mismo tiempo que
las expliques.

3° Este ejercicio puede repetirse con otras secciones para intentar construir un esquema completo de
los principales conceptos € interrelaciones que existen en la unidad.

VI.1 Introduccion a la Estadistica.

Los fendmenos sociales, econémicos, fisicos, politicos,
comerciales, industriales, etc., que suceden en nuestro
pais y en el mundo, necesitan de métodos dgiles que den
resultados que te permitan su comprension; es entonces
cuando aparece la estadistica para medir las situaciones
del pasado, su variabilidad y la probabilidad de ocurren-
ciaen el futuro La estadistica es, pues, la técnica que uti-
liza la ciencia para recolectar, presentar y analizar datos
con un fin determinado.

JQué dio origen a la estadistica?

La necesidad de realizar censos y recuentos.

Los juegos de azar.

El estudio de errores de medidas

La inferencia inductiva, con base en datos empiricos.

bl

¢ Por qué debes saber estadistica?

Para poder interpretar las encuestas que se realizan y
la recopilacion de los datos que originan las actividades
que desarrollan las instituciones y organizaciones de la
sociedad.

*#% ; Qué harfas para conocer la opinién que tienen to-
dos los alumnos de tu escuela sobre la forma de sus pro-
fesores ensefiar la matemadtica?

(Qué criterios seguirias para lograr tal fin? ;Cudl es
la poblacién a investigar ? P = Poblacién = {x/x es un
alumno de la escuela}
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(Cdémo eliges una muestra de esa poblacién?
M = {curso A, curso B, curso D} MCP

La Poblacion es tu Universo, en el estudio de una deter-
minada investigacion y la muestra es un sub-conjunto
del Universo.

(Cudl es el Universo que utilizarias si te asignan que in-
vestigues sobre los deportes en tu escuela? ;Qué muestra
elegirfas ? ;Cémo recolectarias los datos?

VI.2 Recoleccion de Datos.

(Qué son los datos estadisticos? Pues, el conjunto de valores asignados a cada elemento del Universo
que formas en una investigacion.

cComo pueden ser los datos?

Si deseas conocer algo sobre la estatura de cada uno de tus compaiieros de escuela :

(Cudl es tu Universo?

U = {x/x es un alumno de la escuela}

(Cudl es tu muestra?

M = {x/x es un alumno del curso Ay B} ;Cudles datos obtienes?

D = {x/x es el tamario de los alumnos del curso Ay B} ;Qué variable utilizas? Pues, x = altura.

(Cémo son los datos? Cuantitativos, porque hay que representar con un nimero la altura
cada elemento de la muestra.

(Cudl es el atributo? El tamafio de cada alumno.

Por el contrario: Si los valores asignados a cada elemento de la poblacion son, por
sus cualidades sexo, sabor, color, tamaro, entorno, etc. los datos son

cualitativos; pero aquellos valores que se obtienen por mediciones o

°§ / conteo, es decir, son valores numericos, los que asignas a cada ele-
Ey_«/ -9 mento del Universo, entonces, estos datos son cuantitativos.
—

*#% Si ahora quieres investigar sobre el color del uniforme de tu escuela. ;Como son los datos?
Como el color es una cualidad, entonces los datos son cualitativos.

Después de seguir el procedimiento adecuado para obtener los datos, entonces tienes que planificar
una actividad que produzca estos datos, es decir tienes que hacer el experimento.
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.Como pueden ser las variables?

Si puedes tomar cualquier valor dentro de un conjunto de valores, la variable cuantitativa es continua,

como, por ejemplo, si debes hacer una encuesta de la estatura de los alumnos de tu curso, pero si sélo
puedes tomar valores aislados de un conjunto, la variable es cuantitativa discreta, como cuando una
investigacion se hace con el nimero de hijos de un matrimonio.

.Como puede ser la técnica de muestreo?

Si cada elemento del Universo tiene la misma probabilidad de ser escogido, el muestreo es aleatorio
simple o de loteria. Pero si haces una particion del Universo en sub-conjuntos entonces el muestreo es
por conglomerado, y si seleccionas como muestra una parte de la poblacion que te parece conveniente,
entonces el muestreo es deliberado.

**% Si quieres investigar la opinidén que tiene el curso
sobre el profesor de fisica, en el sentido de si conviene o
no conviene, y no quieres preguntarle a cada compaiiero,
pero si deseas que la investigacion refleje el sentir del
curso, y para elegir la muestra echas en una funda todos
los nimeros de los estudiantes del curso. ;Como es la
muestra? Pon ejemplos de como utilizas los diferentes
tipos de muestreo.

*%%* Si quieres determinar cudntas personas visitan por dia el Centro Olimpico Nacional; ;Cudl es tu
Universo o poblacién ? ;Cémo escoges los datos ? ;Qué tipo de muestra utilizarias?

**%* Si deseas saber el peso promedio de los alumnos de tu escuela. ;Cémo eliges la muestra? ;Qué
harfas para recolectar los datos?

Disposicion y Clasificacion de datos: Distribucion de frecuencias.

T 5 Sl " Manuel, del Colmado San Pedro, recibe 30 paquetes de
| arroz a razon de 16 onzas por paquete, pero antes de re-
N : cibirlos pensé que no todos tenian una libra, entonces

decide pesar todos los paquetes y obtiene los siguientes
datos: 8 paquetes tienen 14 onzas; 2 paquetes, 15 onzas;
5 paquetes, 16 onzas; 9 paquetes, 13 onzas y seis paque-
tes tienen 12 onzas.
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Organiza la informacion de acuerdo con la variable que es el peso en onzas, de menor a mayor, asi :

Aqui tienes los datos en una tabla que te

Peso de 30 paquetes de arroz indica la organizacion y clasificacion de
. . los datos obtenidos con la frecuencia en
Valores de la variable Frecuencia absoluta
que se presentaron. Esta es una Tabla de
Peso en Onzas No. de paquetes .
Frecuencia.
12 6
13 9
14 8
15 2
16 5 <— Tabla de Frecuencia.

Esta tabla te ofrece diversas informaciones sobre la muestra : el mayor nimero de paquetes de arroz
estd entre 6 y 9. Solamente hay 2 paquetes de 15 onzas y 5 paquetes de 16 onzas. Estas son las infe-
rencias estadisticas.

Aparte de todas estas informaciones, es preciso conocer el porcentaje de la muestra que corresponde a
cada valor de la variable, esto es, la frecuencia relativa [%fr].

Si n es el tamaiio de la muestra y f es la frecuencia que corresponde al valor x de la variable, enton-
ces: %fr = (f +n)100%

A la tabla de frecuencia anterior, puedes agregarle la columna de frecuencia relativa, determinando el
porcentaje de frecuencia para cada peso :

x, =12, f=6, n =30 entonces : %fr = (f+n)100% => (6 + 30)100 =20%
x,=13,f=9, n =230, entonces : (9 + 30)100 = 30%
X, =14, f=28, n =30, entonces : (8 +30)100 = 26.67%
x,=15,f=2,n =30, de donde : (2+30)100= 6.67%
X, = 16, f=5, n = 30, de donde : (5+30)100 = 16.67%
La frecuencia acumulada Fa, puedes obtenerla sumando
£ % f la frecuencia que corresponde a cada valor de la variable
1X2 6 26 - mads su siguiente, expresado en forma acumulativa con
13 9 30 dicha suma. Observa:
00 |z T
16 | 5 16.67 12 £ 2 I
C =30 100% 13 9 30 15 =6+9
14 8 26.67 | 23 =15+38
15 2 6.67 25 =23+2
16 5 16.67 | 30 =25+5
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Puedes hallar la frecuencia acumulada relativa, determinando el % de la frecuencia acumulada, asi:

X f Y%fr | Fa YoF a Estaeslatablade | Fa=(Fa+n)l00%

12 6 20 6 20 distribucion de fre- =(6+30)100 =20%

13 9 30 15 50 cuencia con todas = (15 +30)100= 50%

14 8 26.67 | 23 76.67 sus columnas. = (23 +30)100 = 76.67%

15 2 6.67 |25 83.33 = (25 +30)100 = 83.33%

16 5 16.67 | 30 100 = (30 +30)100 = 100%
Ejercicios:

*#%%  Sien tu barrio deseas hacer una
investigacion del deporte favorito de los
jovenes que acuden al club deportivo,
resulta que: 150 prefieren ping pong, 80
boxeo, 200 baloncesto, 50 voleibol, y
320 béisbol, ;Cudntos jovenes participa-
ron en la investigacion?

100 + 80 + 150 + 50 + 220 = 600 jovenes. = n
Construye una tabla completa de frecuencias: ;Qué % es 150 del total de jévenes?

% f =150+ 600=0.25=25%

X f %fr Fa 9%F a
50
80
100
150
200

*%%  Si vas a hacer una encuesta sobre la preferencia
gubernamental en tu barrio y eliges una muestra de 50
personas, con edades entre 18 y 40 afios; esto significa
que tu campo de variacion es 40 - 18 = 22.

Esto significa que el 25% de los jovenes prefieren ping pong
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La muestra de edades de tus entrevistados es: e A

Esta muestra bruta te permite hacer una clasi- 21 18 20 22 23 26 30
ficacion de los datos en orden decreciente, te da 38 40 28 37 20 18 40

. . . 24 33 26 18 27 38 23
sugerencias para la organizacion de las informa- 08 34 40 20 26 21 22

ciones obtenidas, de forma que puedas obtener 35 26 38 36 37 39 21
una conclusién correcta para los fines propues- 29 23 19 30 35 26 31
tos. 37 32 31 22 20 37 25
24
Tabla de Frecuencia
Variacién | Frecuencia Variacién | Frecuencia | Ahora debes clasificar la informacion, entonces
agrupas la muestra por grupos o clases de edades
13 f gg ; y con tu campo de variacién formas los intervalos
20 4 31 5 de grupos o clases. La frecuencia con que apare-
21 3 32 1 cen las edades estd en la siguiente tabla:
22 & 88 1
23 3 34 1 Puedes agrupar la variacion y obtener Frecuen-
24 2 35 2 cias condensadas agrupadas, creando intervalos
25 1 36 1 de clase, entre los limites de 18 a 40, formando
26 5 37 4 tipos de intervalos de clase:
27 1 38 3
28 2 39 1
Estas tablas te muestran en forma con-
densada el tipo de la distribucién de una Intervalos | Frecuencia | Intervalos | Frecuencia
cantidad variable a lo largo del campo de 17-19 4 17-21 14
variacion. 20-22 10 22-26 12
Cada intervalo de clase tiene un tipo y SEED . 28] ¢
da cl . 1 ) 26-28 8 32-36 9
cada clase tiene un valor que lo represen- 29-31 5 37-41 7
ta, que es su centro. 32-34 3 Total n=50
35-37 8
Este centro se encuentra en el medio de la 38-40 7 Tipo 5
clase de distribucion y es equivalente a la Total n =50
semi-suma de sus limites, de ahi que se Tipo 4

le denomine: Centro de Clase.

Centro de Clase = limite superior + limite inferior
2
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Puedes completar mejor la tabla de frecuencia si agregas columnas que te ayuden a obtener una in-
formacién mads precisa; por ejemplo, creando la columna de frecuencia relativa, (%fr) la columna de
Jfrecuencia acumulada (Fa) y la columna de frecuencia acumulada relativa.(%Fa)

¢ Recuerda que
58 Cuando la estadistica se ocupa del estudio cuantitativo del comportamiento de la po-
/ blacién humana en variables como: fecundidad, mortalidad, inmigracion, salud, etc, se

—

5‘ denomina Demografia

VI.3 Graficos Estadisticos.

Si deseas hacer un gréfico de la distribucion de frecuencia tipo 3, de la encuesta de las edades, hallas
los centros de clase y obtienes :

HISTOGRAMA

Intervalos Centros de Clase | Frecuencias
17-19 18 4 12
20-22 21 10 s 10
23-25 24 6 g 2
26-28 27 8 2 ©1
29-31 30 5 g 4
32-34 33 3 &

o4
35-37 36 8 18 21 24 27430 33 36 39
38-40 39 9 CENTROS DE CLASES

Este grafico representa un histograma, que tiene los centros de clase [tipo 3] en el eje horizontal y las
frecuencias en el eje vertical. La altura de cada barra representa la frecuencia y la base el intervalo de
clase .

POLIGONO DE FRECUENCIA

Si unes los puntos medios de cada barra, 2 !
. . P 1 +
obtienes otro grdfico : el poligono de g X i L
Jfrecuencia. g Vi
[+ 4

Nt N z
L _ ~_/
~

o M o D @

1 2 3 4 5 6 7 8
CENTROS [CE CLASE

Recuerda que:
Las predicciones de los hombres de negocios va desde los volumenes de ventas,
05)/ medir las reacciones de los con sumidores ante sus mercancias, hasta deter-
— minar el mejor método para utilizar las habilidades y aptitudes de sus empleados.
P\‘? Este es el momento de hablar con los economistas para hacer las proyecciones
necesarias, entonces, éstos aplican la Econometria para lograr sus objetivos.
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En la Seccion Economica del Listin Diario del 15 de Comportamiento del café nov/96-marzo/97
marzo de 1997, aparecen los datos sobre el precio de VES G B B A B e e e el
las 100 libras del café de alta calidad para el afio cafe- Moses Precio/100 libras
talero 1996-97, de la siguiente forma: noviembre 1996 Noviembre/96 110,500
de US$110.50, diciembre/96 = U$114.75, enero/97= Diciembre/96 114,750
US$138.90, febrero/97 =US$176.85, y marzo/97 = Enero/97 138,900
US$203.15, construye la tabla de frecuencia y repre- Febrero/97 176,850
senta la produccién en un sistema cartesiano. Marzo/o97 203,150
PRECIO DEL CAFE
250000
o 2HNNAG /’ Este es un grdfico de segmentos. En la recta horizontal
§ ol colocas los meses de produccién y en la recta vertical los
£ A precios, y a una escala escogida, donde cada punto es un
m: par ordenado de valores de la tabla.

11 12 1 Z 32
MESES 1936 1997

#*% Si la produccion de tabaco en la Re-
ptiblica Dominicana del 1985 al 1990 te
la ofrece la siguiente tabla, puedes crear
gréficos diversos con estos datos.

Grdfico de Barras

Observa el grdfico de barras: son barras paralelas colo-
cadas en forma vertical, que también pueden estar en
forma horizontal. Cada barra tiene un mismo ancho y
una misma separacion entre ellas.

Produccion de Tabaco PRODUCCIONDETABACO
Valores de Variable Frecuencia Absoluta
ARos Produccion en Millones " &
de toneladas. e E 4
1985 2,5 = ; 2
1986 2,8 g z 2
1987 3,2 EiE 1
1988 2,3 0=
1989 4,2 S
’ DESDE 1985 AL 1390
1990 3,7

PRODUCCION DE TABACO

Produccién de Tabaco

MILLONES Millones
DE de toneladas
TONELADAS

o =M Was O
T T

1 2 3 4 5§ 6
DESDE 1985 AL 1990

Desde 19853l 1990

Gréafico Prismatico Gréafico Piramidal
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*#* Puedes hacer un sondeo de juegos de azar en un Juegos del Barrio A.
barrio, donde obtienes los siguientes resultados: el 40% Clase de juegos | Porcentaje
juega a la loteria, el 25% juega quiniela palé, el 30% Loteria 40
apuesta a la pelota y el 5% juega a otro tipo de juego. :_?Slf gg
Representa en un gréfico circular o diagrama circular y orera

. Real 05
construye la tabla de frecuencia.

JUGADAS EN BARRIO A

Porcentaje Jugadas Barrio A
5%

40%

25%

olateria mLes a oRebta o Otres

|a Loteria m Leisa o Pebta o Otres I

Jugadasen Barrio A
e Los psicologos también se valen de la
:2 =  estadistica para medir y comparar la
- : 0 § conducta, actitudes, inteligencia y ap-
0 ; / titudes del ser humano, lo que en len-
Lot Lees) febow "Ouoe = guaje técnico se conoce, como: Psico-
Tanto por Ciento metria.

Los gréificos que mds se utilizan en estadistica son: De segmentos, poligonal, de barras, de puntos, de
columnas, de lineas, de dreas, de anillos, de superficie, cilindricas, conicas, piramidal y existen situa-
ciones en que es mds conveniente utilizar el circular, especialmente cuando se trata de porcentajes.

. . . C e Poblacién Mundial
**% Si la poblacion mundial estd dividida de acuerdo al Color de Ia Piel | % millones
color de la piel, asi : 1,400 millones de blancos, 1,200 EEREEs
millones de amarillos y 300 millones de negros. Deter- Amarillos
mina el porcentaje de cada tipo y traza el diagrama cir- Negros
cular. Universo n = 100% 2,900
=~ POBLACION MUNDIAL
2 ¥ 25  AMARLLD
2 Pt 10%
T, 371
=~ 49%
i’ NEGROS, 41“0
10 -+ 1'1344
0 T L] T
° 1 2 s % B BLANCOS B AMARILLOS ONEGROS
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Es el momento de practicar [0 aprendido

1. Si deseas saber qué tipo de automovil es el que mas utilizan en nuestro pais, ;Como lo ha-
rias? y ;Como obtendrias los datos ?

2. Haz un sondeo de opinion sobre la popularidad de uno de tus profesores. Determina: la po-
blacion, luego las muestras y construye la tabla de frecuencia.

3. Elabora los datos estadisticos de los alumnos que visitan la biblioteca. Poblacion, muestra,
datos, tabla de frecuencia y grdfico

4. Si en una muestra de pesos: 10 paquetes pesan 487 gramos, 2 paquetes 485 gramos, 5 pesan
502 gramos, 17 paquetes pesan 500gr, 2 pesan 510 gr., y 14 pesan 490 gr.. Determina : tabla
de frecuencia, histograma y grdfico poligonal.

5. Una muestra de estatura de tus vecinos, escogidos 100 al azar, es como sigue : 8 miden,
1.51m, 13 miden 1.61m, 38 miden 1.6m, uno mide 1.52m, otro 1.4m, 28 miden 1.58m, dos
miden 1.71m. 9 miden 1.7m. Construye el grdfico de barras y el poligonal.

6. Para conocer el precio de un articulo visitaste 130 tiendas y obtuviste la siguiente muestra:
1010 tenian a 13.10, 30 a 13.20, 10 a 13.70, 10 a 13.80, 20 a 13.50 y 40 a 13.25. a. Construye
la tabla completa de frecuencias. b. Grdfico poligonal. C. Grifico de barras con el % de los
articulos.

7. Esta es la lista de personas que alquilaron videos en una semana, determina: a. Tabla de
frecuencia relativa, tabla de frecuencia acumulada b. Grdfico de barra.24, 39, 38, 21, 16, 44,

34, 66, 32, 35, 19, 33, 13, 25, 44, 46, 57, 60, 31, 40, 23, 27,43, 44, 32, 56, 52, 61, 30 y 20..

8. El peso de 150 personas estd en la siguiente distribucion. Construye el histograma.

Clase Frecuencia| Clase Frecuencia
70- 79 10 120-129 23
80- 89 11 130-139 9
90- 99 23 140-149 9
100-109 26 150-159 6
110-119 31 160-169 2

9. Los datos que aparecen a continuacion representan los minutos que te tomaste para llegar
a la escuela durante 30 dias: 20.8, 22.8, 21.9, 22, 20.7, 20.9, 25, 22.2, 22.8, 20.1, 25.3,
20.7, 22.5,21.2, 23.8, 23.3, 20.9, 22.9, 23.5, 19.5, 23.7, 20.3, 23.6, 19, 25.1, 25, 19.5,
24.1, 24.2, 21.8, 23.7, 21.3.
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Organiza los datos en orden ascendente. Construye una distribucion de frecuencia y de frecuen-
cia acumulada. Traza el poligono de frecuencia.

“El pensamiento estadistico serd un

038888
1 %

0§ / dia tan necesario para un ciudada- S
— no eficiente como la capacidad de " Otros,5
E? leer y escribir” Wells. 8 1 5 5 3 5

VI.4 Medidas de Tendencia Central.

La tabla de frecuencias te ofrece los diferentes datos de la muestra, y te presenta la distribucion de
esos resultados o distribucidon de la frecuencia, pero, es preciso tener en la tabla un resumen cuantita-
tivo que permita hacer mds generalizaciones del Universo estudiado.

Cuando concentras los valores numéricos alrededor de ciertos valores centrales del conjunto de datos,
que da el Universo a través de la muestra, estds creando medidas centralistas, tales como : La media,
la moda y la mediana.

Media Aritmética o Promedio.

Las notas de Mildred en el 8vo. Curso en matematica _
son : 80, 85, 70, 83, 78, 76 ; determina el promedio del Media =[80 +75+73 +86 + 78 +76] + 6 = 78.5
semestre:

Si el conjunto de los valores muestrales individuales en

un determinado experimento es : X, X,, ..., X, n es el M=2x+n=[x +x,+..+x]+n
nimero de elementos de la muestra y M representa la

media, entonces :

Si aparecen valores repetidos en la muestra, entonces
la media es igual al producto de la sumatoria de las
variaciones por la frecuencia correspondiente, divido
entre el Universo del experimento, o sea :

M=2xif+n dondei=desde 1hastan

Ejemplo:

Si tienes que investigar sobre el nimero de pdginas de los

libros de la biblioteca de tu escuela y tomas una muestra ~ M= 2xif
de 80 libros, donde 9 tienen 310 pdginas, 15 tienen 316
pdginas, 7 tienen 300 pdginas, 10 tienen 420, 12 tienen
126, 3 tienen 240, 1 tiene 418, 12 tienen 140 y 11 tienen = X, X, X, F o X n=80
160. Para determinar la frecuencia y la media aritmética,

tienes :
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cQueé significado tiene el simbolo 2?2 ;Cudndo se utiliza?

Tabla de Frecuencias La media es la sumatoria de la frecuencia por el nimero de libros, entre
No. Pag. | Frecuencia el entre el ndmero de la muestra.

126 12

140 12

160 1 M = [12(126) + 12(140) + 11(160) + 3(240) + 9(310)+

240 3 + 7(300) + 15(316) + 418 + 11(420)] + 80

300 7

310 9 M = 1512+1680+1760+720+2790+2100+4740+418+4620

316 15 30

j;ﬁ 1(1) M = 20400 + 80 = 255, significa que el promedio de pdginas por li-

bros de la biblioteca es 255 pdginas.

La Moda.

) ) Estatura de 100 deportistas
En la cancha deportiva reines 100 jévenes, cuyas esta- Variable x Frecuencia absoluta
turas son: 30 miden 1.61 m, 38 miden 1.59 m, 13 miden Estatuta en m. |No. de deportistas [fa]
1.6 m, uno[1] mide 1.5 m, 8 miden 1.52 m, 8 miden 1.7 1.49 2
m, miden 1.45 m, elabora la tabla de frecuencia: 128 ;

. 1.59 38
(Cudl es la frecuencia mds alta?, 38 1.60 13

1.61 30
(A qué estatura corresponde? 159 1.71 8
Total 100

Entonces, la moda de esta tabla de frecuencia es 159.

Si en una investigacion al dato x corresponde la mayor
frecuencia, entonces x es la Moda de la investigacion.

La Mediana.

Peso 30 paquetes arroz Recuerda la tabla de los 30 paquetes de arroz:

X | f Yofr Fa Y%Fa

12| 6 20 6 20 Observa que la libra de arroz equivale a 13 onzas, ya que se hace
13 9 30 15 50 con frecuencia de 9, siendo esta la frecuencia mds alta, entonces
14| 8 26.67 | 23 76.67 la Moda es 13.

15| 2 6.67 25 83.33

16| 5 16.67 | 30 100 Pero la Mediana es el valor de x que corresponde al 50% de la

frecuencia relativa acumulada %Fa.
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El valor de x que corresponde al 50% en la columna %Fa es 13, luego la mediana es 13, lo que signi-
fica que el 50% de las libras de arroz pesan 13 o menos onzas.

Es el momento de practicar [0 aprendido

1. Con los datos que se te dan a continuacion determina: a) la media, b) la moda c) la

mediana

1. 20, 30, 40, 20, 50, 30, 40, 30, 50

2. 100, 120, 150, 100, 200, 120, 150, 100, 50, 120

3. 60, 80, 40, 60, 100, 120, 60, 20, 40, 100, 60, 20

4. 22,36, 26, 62, 32, 32, 26, 29, 27, 24, 25, 30, 26, 29, 24, 34, 24, 29, 41, 30, 34, 37, 42,

41, 35, 31, 41
5. 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 100, 120, 140, 160, 180.

Cuartiles, deciles y percentiles.

Cuando los valores ordenados de una variable deben ser divididos en grupos homogéneos en cuanto
a tamanfo, suelen utilizarse los cuartiles. Entre los cuartiles mas utilizados se encuentran los cuartiles
Q, deciles D, y percentiles P, los cuales dividen al total de observaciones en cuatro, diez y cien partes
respectivamente.

Los cuartiles de una sucesion de datos ordenados son aquellos nimeros que dividen la sucesion en
cuatro partes porcentualmente iguales. Existen tres cuartiles, los cuales se denotan, usualmente, como
Q,. Q,y Q,. Elsegundo cuartil Q,, es precisamente la mediana de los datos ordenados.

La siguiente tabla corresponde a la distribucion de frecuencias en el nimero de hijos de cien familias
dominicanas. Calcula sus cuartiles.

Numero de hijos de cien familias
Variable x Frecuencias
Cantidad de hijos | Frecuencias absolutas | Frecuencias Acumuladas
0 14 14
1 10 24
2 15 39
3 26 65
4 20 85
5 15 100
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Solucion:

a. En el primer cuartil estardn fa/4 valores, es decir:  fa = 100 =25

4 4
(Para qué cantidad de hijos la frecuencia acumulada es mayor que fa/4?

Por supuesto, para 2 hijos. Esto significa que el primer cuartil Q, =2
En el segundo cuartil estardn 2fa + 4 valores, es decir:

2fa = 2(100) =200 = 50, lo que significa que la frecuencia acumulada serd
4 4 4 mayor que 50 para 3 hijos y entonces Q, =3 c.

Por ultimo, en el tercer cuartil estardn 3fa + 4 valores, es decir:

3fa = 3(100) =300 = 75, o sea, la frecuencia acumulada es mayor que
4 4 4 75 para 4 hijos y, el tercer cuartil Q, = 4

Qi es el valor del cuartil i;

Ei es el Iimite inferior de la clase del cuartil i;

N es el numero de datos [igual a la frecuencia acumulada]

Fi es la frecuencia acumulada de la clase que antecede a la clase del cuartil 1,

fi es la frecuencia absoluta de la clase del cuartil 1;

L es la longitud del intervalo de la clase del cuartil i.

La tabla de la derecha muestra > Variabl Edades deF20 PEISONg>

ariable x recuencias
las edades agrupadas de 20 personas Edad Frecuencias | Frecuencias
Absolutas | Acumulada

10-19 2 2
20-29 3 5
30-39 3 8
40-49 6 14
50-59 5 19
60-69 1 20

Calculo de los cuartiles: Q,,Q,y 0,

Cuartil Q,
Determina primero la clase del cuartil: 1(N/4), como se trata del cuartil 1, entonces

i=1ytendrds 1(20/4)=1(5)=5.
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Ahora ubica la clase donde la frecuencia acumuladaes FEi= 29+30=295 ; i=1
mayor que el valor de la clase del cuartil. Esto ocurre en 2

la clase correspondiente a las edades 30-39 afios. Por lo

tanto. N=20 ; F.=5 ;f =3 ;L=10

Si sustituyes en la formula, obtendras:

Q, =295+ 1(20/4) =5 10 = 295+5-5 10 =29.5+0=29.5
3

Este valor se interpreta de la manera siguiente: Aproximadamente el 25% de las personas encuestadas
tienen edades por debajo de los 29 afios; también puedes decir: “aproximadamente el 75% de las per-
sonas encuestadas tienen edades por encima de los 29 afios”.

Cuartil Q,

Determina la clase del cuartil asi: 1(N/4) = 2(20/4) = 2(5) = 10,

lo que significa que la clase del cuartil es E,=39+40 =39.5; i=2; N=20
la correspondiente a las edades compren- 2

didas entre 40 y 49 afios. Por tanto: F,=8; f,=6 ;L=10

Si sustituyes estos valores en la formula, tendrds que:

Q,=395+2(20/4)=8.10 =39.5+2.10=39.5+20 =42.83
6 6 6

Esto significa que aproximadamente el 50% de las personas encuestadas tiene edades inferiores a los
43 afios.

Cuartil Q,
La clase del cuartil se determina asf: i(N/4) = 3(20/4) = 15
Como las frecuencias acumuladas son
mayores a 15 para el grupo de edades
correspondientes a 50-59 afios, entonces
ésta es la clase del cuartil Q,; por tanto.

E, =% (49 +50)=49.5, i=3
N=20,F,=14,f,=5yL=10

Sustituyendo estos valores en la férmula encontrards que:

Q,=495+ 3(20/4)-14 .10 =495+ 15-14 .10 =495+2
5 5
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Q3 = 51.5, es decir, aproximadamente el 75% de los escuestados tiene edades por debajo de los 51
afos o aproximadamente el 25% de los encuestados tiene edades por encima de los 51 afios.

Deciles.

Los deciles son ciertos nimeros que dividen la sucesion de datos ordenados en diez partes porcentual-

mente iguales. Los deciles se denotan D, D,,D,,D,,...D..

Para datos agrupados los deciles se Di=Li+i(N/10) - Fi. L 1i=1,234,..,9
calculan aplicando la férmula: fi

Percentiles.

Los percentiles constituyen, sin lugar a dudas, las medidas mds utilizadas para propdsitos de ubicacién
o clasificacion de las personas cuando se trata de caracteristicas tales como: peso, estatura, medidas,
etc.

Los percentiles son ciertos nimeros que dividen una sucesion de datos ordenados en cien partes por-
centualmente iguales. Cuando los datos estdn agrupados en una tabla de frecuencia, los percentiles se

calculan aplicando la férmula:

Pi=Li+i(N/100)—Fi .L dondei=1,23,..
fi

Los elementos constitutivos de esta férmula tienen interpretaciones andlogas a las indicadas para los
cuartiles y los deciles.

Ejemplos:

1. Para la tabla de datos agrupados, correspondientes a las edades de 20 personas encuestadas, deter-
mina el octavo decil y el percentil 26.

Solucion:
Decil- D,
Determina primero la clase de decil, asi: 1(N/10) =8(20/10)=8(2) =16
La frecuencia acumulada es mayor que 16, entonces corresponde a la clase 50-59 afios. Por tanto:

D,=%(49+50)=49.5, i=8, F,=14,f =5 L= 10, sustituyendo en la férmula obtendrs:
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D,=49.5+8(20/10)-14 .10=49.5+16-14.10 =49.5+4=53.4
5 5

D, =53.4, lo que significa que aproximadamente el 80% de las 20 personas encuestadas tienen edades
inferiores a los 53 afos o que, aproximadamente el 20% de los encuestados tienen edades que sobre-
pasan los 53 afios.

Percentil 26 = P,
La clase del percentil corresponde a:  i(N/100) = 26(20/100) = 520/100 = 5.2

Como la frecuencia acumulada es mayor que 5.2, para la clase correspondiente a las edades compren-
didas entre 30 y 39 afios, entonces €sta serd la clase de P, Por lo tanto:

E, =% (29+30)=29.5, i=26, F, =5, f =3, L=10

26

P, =29.5+26(20/100) -5 .10 =29.5+5.2-5 .10 =29.5+0.67 =30.17
3 3

P =30.17, lo cual significa que aproximadamente el 26% de los encuestados tiene edades por debajo
de los 30 afios o que, aproxiadamente el 74% de los encuestados tienen mds de 30 afios.

2. La siguientfe tabla de frecuen'cias contien§ muestras Longitudes de 80 cartulinas: Cms
de las longitudes de 80 cartulinas. Determina Q,, Q,, [ yariables | Frecuencia | Frecuencia
Q,, D, D, yP Absoluta | Acumulada

60-68 4 4

Solucion: 69-77 7 11

78-86 6 17

I(N/4) = 1(80/4) = 1(20) = 20, esto implica que la clase 3251984 g gg

del cuartil Q, corresponde a las longitudes 87-95 cms.; 105-113 10 43

por lo tanto: 114-122 7 50

123-131 10 60

E =1 (86 +87) =86.5, 132-140 7 67

141-149 6 73
i=1, F=17f1=8; L=9 190-158 4 I
159-167 3 80

Sustituyendo estos valores en la férmula, tendrds:

Q,=865+1(80/4)—-17 .9 =86.5+20-17 .9 =86.5+3.375 =89.88

8 8
Q, =89.88 O Aproximadamente el 25% de los pedazos de cartulina tienen longitudes inferiores a los
90 cms.
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Cuartil Q,

I(N/4) = 2(80/4) = 40, entonces la clase de este cuartil corresponde a las longitudes comprendidas
entre 105-113 cms. Por lo tanto:

E,= % (104 + 105) =104.5; i=2, F,=33, f,=10 y L=9

2

Sustituyendo en la férmula, Qi= Li+i(N/100)-Fi .L ; i=1.23,..
obtendrds que: Fi

Q,=104.5+280/4)~33 .9 =104.5 + 40-33 .9 =1045+6.3 =110.8
10 10

Q, =110.8 = Aproximadamente el 50% de las cartulinas tienen longitudes inferiores a los
111 cms.

Cuartil Q,

Como 1(N/4) = 3(80/4) = 3(20) = 60, entonces la clase que corresponde a este cuartil estd entre la
longitud 132-140 cms. Por lo tanto:

E,= % (131 +132)=131.5, dondei=3, F,=60, f,=7 yL=9

Sustituyes estos datos en la férmula Qi = Li +i(N/100) — Fi . Ldondei=1,2,3,.. vy obtendras:

Fi
Q,=131.5+ 3(80/4) =60 .9=131.5+60-60 .9=131.5+0 =131.5
7 7
Q, = 131.5 esto quiere decir que aproximadamente el 75% de las cartulinas tiene longitudes inferiores
a 131.5 cms.
Decil D,

Como 1(N/10) = 3(80/10) = 3(8) = 24, entonces la clase del decil D, estd entre las longitudes 87 — 95
cms y por lo tanto:

E, =% (86+87) =86.5, dondei=3, F, =17, f,=8 yL =09, sustituyendo en la férmula,

Di=Li+i(N/100)-Fi .L ; 1=1,23,..
Fi

obtendrds que:

D,=86.5+3(80/10)-17 .9 =86.5+24-17 .9=286.5+7.875= 94.38
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D, =94.38 esto significa que el 30% aproximadamente de las cartulinas tiene longitudes inferiores a
los 94 cms.

Decil D 4

Como i(80/10) = 4(80/10) = 4(8) = 32, entonces quiere decir que la clase de este decil, es la que co-
rresponde a las longitudes entre 96 y 106 cms., por lo tanto:

E,=%%(95+96)=95.5, dondei=4,F,=25,f =8y L9 sustituyes en la férmula

Di=Li+i(N/100)—Fi .L donde i=1,2,3,... y obtendrds.
Fi

D,=955+4(80/10)-25 .9 =955+32-25 .9=95.5+7.875 =103.38 cms.
8 8

D4 = 103.4, esto indica que aproximadamente el 40% de las cartulinas tiene longitudes menores que
los 103 cms.

Percentiles P10

Como i(80/100) = 10(80/100) = 10(0.8) = 8, lo cual quiere decir que la clase de este percentil P, es a
la de longitudes comprendidas entre 69 y 77 cms, por lo tanto:

E,='(68+69)=68.5, dondei=10, F =4, f =7yL=9 sustituyes en la férmula
Pi=Li+i(N/100)—Fi .L dondei=1,2,3,... y obtendrds:
Fi

P, =68.5+10(80/100) -4 .9=68.5+8-4 .9=68.5+5.14 =73.64 cms., lo que significa que el
10% de las cartulinas tiene longitudes inferiores a los 74 cms.

VI.5 Medidas de variabilidad.

Como has podido notar, una de las caracteristicas de los datos es que, por lo general varian entre sf,
lo que es de gran importancia para la estadistica. Pudiste darte cuenta que las medidas de tendencia
central describen aspectos importantes del conjunto de datos, pero esto no es suficiente ya que existen
otras caracteristicas en los datos que precisan su medicion en la medida en que se dispersan o se dise-
minan, es aqui donde interviene la variabilidad.
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La variabilidad es fundamental en la estimacién, pruebas de hipétesis, prondsticos, etc.,

La varianza de una poblacion de N observaciones x ,

n X,s X5 X, - X, €8 €l promedio del cuadrado de las des-
0°=1/NZ(x,- Wy viaciones con respecto a su media p. Si la varianza de
i=1 la poblacion es ¢ entonces para su cdlculo lo obtendrds

formula de la izquierda.

La varianza de una muestra de n observaciones X, X,,
X, X, ... X, €8 la suma de los cuadrados de las desvia-
ciones de las observaciones respecto a la media x, divi-
dida esta suma entre (n — 1). Si la varianza de la muestra
es s, entonces su calculo lo obtendras con la formula:

n

2= 1/(n—1) 2 (x, ~% )

i=1

2

X | X)) | XX | X Si tienes las observaciones muestrales de: 5, 6, 1, 2, 4,
5 1.4 1.96 | 25 entonces su media es 18/5 = 3.6, ahora puedes construir
6 24 N la siguiente tabla:

1 | 26 | 676 |01 g :

2 -1.6 256 | 04 ) ) , . .

4 04 016 | 16 Si aplicas la férmula puedes determinar la varianza
18 0 17.20 82 muestral asf:

$=1/mn-1)Z(x,-X)

i=1

Como la suma de los cuadrados de las desviaciones es: 17.20, entonces se tiene que:
2 =1/(n-1)[17.20]=1/(5-1)[17.20] =% [17.20] = 4.3

Entonces la varianza de la muestra es 4.3

Generalmente se cuenta con la totalidad de observaciones de una poblacién y unicamente se dispone
de una muestra de las observaciones tomadas de la poblacion, por esto la media muestral se utiliza
como un estimador de la media de la poblacién.

La desviacion estdndar de la poblacion es la raiz cuadra- 0= [ Zx—w’
V N

da de la media de las desviaciones respecto de la media
de la poblacion, elevada al cuadrado.

Mientras que la desviacion estdndar de 1a muestra equivale a la raiz cuadrada positiva de la varian-
za.
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En el ejemplo anterior la desviacion

\/?:\%/(n DI (x —X ) estdndar es: s = Vs =v4.3 =2.0736
i=1

El cdlculo directo de la desviacién estandar de la muestra viene dada por la férmula, donde:

n = numero de observaciones.

X = observaciones s = \/ nZ x?) — (Z x)?
n(n-1)

s = desviacion estandar

Calcula la desviacion estdndar de 6 interruptores colocados en Altagracia Peluqueria para activar una
alarma, los cuales se activan en: 11,9, 8,5, 7 y 6 milisegundos.

Solucion:
Comon=6, 2x=11+9+8+5+7+6=46y

2x? =121 + 81 + 64 + 25 + 49 + 36 = 376 entonces sustituyes en la férmula y obtienes:

s=\/n(2 x2) — (2x)? = \/6(376)—(46)2 =\/ 2256 — 2116 =/140 =V4.67=2.16
n(n-1) 6(6 - 1) 6(5) 30

El teorema de Chebyshev nos ayuda a comprender mejor la desviacidn estdndar:

En relacion con un conjunto de datos cualquiera [poblacion o muestra] y una cons-
tante k cualquiera mayor que 1, cuando menos 1 — 1/k2 de los datos deberdan estar
dentro de k desviaciones estindar, a uno u otro lado de la media.

Esto significa que si k = 2 entonces puedes estar seguro de que cuando menos %, o 75 por ciento, de
los valores de un conjunto de datos cualquiera deberdn estar entre la media menos dos desviaciones
estdndar y la media mds dos desviaciones estdndar.

La desviacion estdndar como medida de variacién depende de las unidades de medicion, por lo tanto
es una medida de variacion relativa y se necesita un coeficiente de variacion, que es el siguiente:

Coeﬁciente de Variab.ilidad, es e;l cociente de dividir la V=s=X.100 V=s=+p.100
varianza entre la media, multiplicado por 100.
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NOTA HISTORICA

En el siglo XIX Pierre Simén, Marqués de Laplace [1749-1827],
unifico todas las ideas, férmulas y técnicas de probabilidad, crea-
das por : Jacob Bernoulli, Abraham de Moivre, Thomas Bayes y
Joseph Lagrange. La teoria de la probabilidad fue aplicada a los
juegos y con el tiempo a los problemas socioeconémicos.

En el siglo XIX nace la industria de los seguros y su fuente funda-
mental fue la probabilidad, ya que requeria conocimientos exactos
del riesgo de perder, pues de lo contrario era imposible calcular las
polizas. Hoy en dia la teoria matematica de la probabilidad forma
parte del fundamento de las aplicaciones estadisticas para la in-
vestigacion social y la toma de decisiones.

En las decisiones de caracter personal y gerencial, casi siempre
enfrentamos la incertidumbre, cuando nos anuncian el 65% de probabilidad de lluvia, ge-
neralmente cambiamos nuestros planes de salir de dia de campo. La probabilidad forma
parte de nuestra vida diaria, somos incapaces de pronosticar el futuro con absoluta cer-
teza, y esa necesidad de sortear la incertidumbre nos conduce a estudiar la teoria de la
probabilidad.

V1.6 Probabilidad.

Meteorologia anuncia que la probabilidad de lluvia para la Ciu- f
dad de Santo Domingo es de un 80%.;Qué significa eso? ;Cémo :

se mide este nimero probable? ; Qué principios matemdticos deben

cumplir las probabilidades?

Ejemplos: \\\\
*%% ;Cudl es la probabilidad de sacar una AS de un juego de 52 cartas bien barajado?

Solucion: Existen s = 4 ases entre las n = 52 cartas, entonces tienes 4 de 52, es decir
s/in =4/52=1/13

**% Si 540 de cada 1800 alumnos no terminan la secundaria,
(qué probabilidad tiene un alumno de no ser bachiller?, ;y de ser bachiller?

Solucion: s =540y n = 1800, entonces :

s/n = 540/1800 = 3/10 probabilidad de no ser bachiller y como 1800 - 540 = 1260 logran
terminar su bachillerato, entonces :
s=1260 y n=1800, entonces: s = 1260 = 7  probabilidad de ser bachiller.

S
n 1800 10
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La probabilidad te permite analizar y estudiar los procesos aleatorios, es decir, son
procesos que te permiten concluir de diversas maneras sin que sea posible conocer el
resultado exacto de cada caso en particular.

Un experimento aleatorio puede ser:
-»
»

*¥* [ anzamiento de un dado una sola vez. b

Si lanza un dado cien veces siempre tendrds la incertidumbre . " /
en cuanto a cudl serd el resultado de tu préximo lanzamiento.

** Peso de una persona.

En el caso de determinar el peso de una persona tienes
incertidumbre antes de pesarla, porque después de pesa-
da tiene un peso relativo que ya conoces.

** El estado del tiempo atmosférico en el dia de ma- —
fiana, etc. .

El estado del tiempo es cada dia diferente, la situacion de
mafiana no volverd a repetirse, siempre hay incertidum-
bre sobre el estado del tiempo de mafiana.

En los casos probables tienes dos situaciones: a priori y
posteriori,aunque también se consideran las situaciones
subjetivas.

La probabilidad canonica o a priori fue ideada por Laplace y estd sustentada en el siguiente princi-
pio:

“Si un experimento aleatorio puede concluir de » mane-  P[E] =m — Nimero de casos favorables
ras posibles y m de esas n maneras tienen una caracterfs- n — Numero de casos posibles
tica de evento o suceso [E], entonces la probabilidad del

Evento P[E]=m+n"

Observa esta moneda, si la tiras al aire puede caer de O O
una de esas dos maneras. Cara, Escudo C E :
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(Cudl es la probabilidad de que caiga “escudo”?
n=2ym= 1, entonces: PIEl= m/n=1/2 =0.5

El conjunto de resultados de un experimento aleatorio es
su Espacio Muestral, entonces el Evento o suceso es un @
sub-conjunto del Espacio Muestral. Lanza una moneda @/

una vez y obtienes: \ @

El espacio muestra S = {c, e} donde A= {c} A B={e}
son eventos.

©

Si lanzas la moneda dos veces, obtienes: El espacio

/
muestral es: S = {cc,ce, ec,ee}, A={ce,ee} y B= O /

{cc, ce}

El principio de probabilidad a posteriori se debe a Ri-

chard Von Mises, y trata de medir la frecuencia con que
ocurre un evento, para predecir como ocurrird. O

En la probabilidad subjetiva es necesario que un Even- @
to A tenga un “grado de creencia”, por lo que puede:

P[A] =0 representa que el Evento A no ocurra, P[A] =

1 representa que el Evento A si ocurray 0 < P[A] < 1 es

que el evento ocurrird.

La esperanza matemadtica es también un punto de la probabilidad, que nace con el
juego de azar, y se determina con el producto de lo que un jugador apuesta por la pro-
babilidad de que gane :

*#% ;Cudl es tu esperanza matemadtica, si quieres ganar
$15.00, al lanzar una moneda equilibrada y apuestas a
“escudo” ?

Solucion: La probabilidad P[A] = !, entonces la espe-
ranza matematica es 15 (%2 ) =7.50

La Esperanza Matemadtica es: Em =x P[A] + x,P[A ] + ...+ xP[A ]
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**% Si compras uno de los boletos de una rifa de 1000 boletos, cuyo primer premio es un radio cas-
sette que vale RD$560.00, su segundo premio es un radio con valor de RD$200.00 y en tercer
premio un CD con valor de RD$60.00. ;Cudl es tu esperanza matemadtica?

Solucion: Como en la rifa tinicamente hay tres premios ganadores, esto significa que 997 premios no

ganan, entonces : los 1000 boletos pagardn 560 + 200 + 60 = 820, lo que significa que la esperanza

matemdtica es : 820/1000=0.82 y  997/1000 =0.997 x 100 = 99.7% representa el porcentaje en
que no ganarias nada.. El porcentaje de ganar el primer premioes: 1 x 100 =0.1%.
1000

En promedio puedes ganar: 0(0.997) + 560(0.001) + 200(0.001) + 60(0.001) = 0.82

Es el momento de practicar [0 aprendido

1. En un juego de 52 cartas quieres sacar un AS y un 10 ;Qué probabilidad tienes?
Solucion: Las cartas tienen 4 ases y 4 diez, por tanto : P[A] = AS y P[B] = 10, entonces,
P[A U B] = P[A] + P[B] por lo que P[A] =4/52 y P[B] =4/52, luego :
=4/52 + 4/52 = 8/52 = 0.15385

2. Tienes un espacio muestral con 6 fichas S = {1,2,3,4,5,6}. Determina la probabilidad que
al elegir una ficha represente un numero multiplo de 2 6 multiplo de 3.

3. Tiras un dado: ;Qué probabilidad tienes de lazar un numero par ? jimpar ?

4. Si sacas una estrella morada de una urna te ganas un premio de RD$1,000.00 y la urna
tiene 6 estrellas moradas y 4 blancas. ;Cudl es tu esperanza matemdtica?

5. Tienes 5 bolas rojas, 3 blancas y 12 moradas: ;Qué probabilidad tienes de que la bola ex-
traida al azar sea : a. Roja  b. Morada c. Blanca.

6. Si de un experimento se pueden obtener 15 resultados distintos, todos con la misma
oportunidad, ;qué probabilidad tiene uno de ellos en particular ?

7. SiP(A) = 2/3, ;qué es P(no A) ?
8. SiP(moA)=4/7, ;quées P(A) ?

9. Si P(A) = 4/5 ;qué es P(~A)
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10. Si tu probabilidad de sacar 90 en el examen de matemadtica es 3/8, ;cudl es la probabilidad
de obtener 90 o mdas en la prueba?

11. Si una caja tiene 7 boletas moradas, 5 blancas y 4 azules. Si extraes una boleta al azar,
Jcudl es la probabilidad de que la boleta sea : 1. morada? 2. blanca? 3. roja? 4.
morada o blanca? 5. morada o roja? 6. blanca o roja?

12. En la clase por tutoria de la Prof. Laura hay 35 alumnos: 20 estudian matemdtica pero
no espaiiol; 10 estudian espaiiol pero no matemdtica y 5 estudian matemdticay es-
paiiol; si escoges un alumno al azar, ;cudl es la probabilidad de que estudie matemadtica
y espaiiol ?

13. En el tramo del colmado hay 3 potes de salsa, 8 de aceitunas, 2 de alcaparrasy 10 de acei-
tunas y alcaparras. Si eliges un pote al azar, ;cual es la probabilidad de que sea un pote de
aceitunas o un pote de alcaparras ?

14. Escribe en un papelito los numeros del 1 al 10. Si introduces 10 papelitos en una funda y
sacas uno al azar, ;Cudl es la probalidad de que el numero sea mayor que 5? ;mayor que

8 0 menor que 3? ;menor que 6 o divisible por 7 ?

15. Si tienes el Espacio muestral de los eventos Ay B, completa la siguiente tabla:

E.Muestral | A B ANB | PA)| P(B) | PANB) | P(AU B)
20 5 8 7 Ya 2/5 7120 3/10
20 6 4 5
25 15 8 2
25 10 7 5
30 18 12 4
30 20 6 0
40 25 10 5
40 18 24 2
45 25 15 2

MUNDO GEOMETRICO 243 CURSO DE NIVELACION




MATEMATICA MESCyT

BIBLIOGRAFIA

Allen R. (1969). Introduccion a la Matematica Moderna. Madrid, Espafia, Aquilar.

Aron, A. & Aron, E.N. (2001). Estadistica para psicologia (2da. ed.) Buenos Aires, Argentina: Pearson
Education.

Asesores y Consultores (1996). Logica y Conjuntos. Santo. Domingo, Republica Dominicana:
Algoritmos.

Barnett, R.&Kearns, T. (1994) Matematicas - Bogot4, Colombia: McGraw-Hill Interamericana.

Chao, L. (1994). Esdatistica para las Ciencias Administrativas. Tercera Edicion México D.F., México:
McGraw-Hill.

Cohen, M. & Nagel, E. (1968). Introduccion al Método Cientifico I y II. Buenos Aires,
Argentina: Amorrortu.

Cummins, J. Kenney, M., Kanold, T. (1988). Informal Geometry. Columbus, Ohio: Merril.

Dolciani, M., Berman, S., Freilich, J. (1980). Algebra Moderna I (14ava. Ed.). México, D.F., México:
Publicaciones Culturales.

Dunn, D.S. (2001). Statistics and data analysis for the behavioral sciences. New York, New York:
McGraw-Hill.

Foster,. Cummins, . Yunker, . (1987). Geometry. Columbus, Ohio: Merrill.

Franco, R. (1964). Didactica del Algebra, la Geometria y la Trigonometria. Medellin: Bedout.

Freund, J. Willims, F. Perles, B. (1990). Estadisticas para la Administracion. México, D.F., México:
McGraw Hill Hispanoamericana.

Glaser, A.N. (2001). High-Yield TM Biostatistics (second edition). Philadelphia, Pensilvania:
Lippincot Williams & Wilkins.

Gonzalez, R. A. (1988)Tercera Ed.]. Santo Domingo, Rep. Dominicana.

Hays, W. L. (1988). Statistics (fourth edition). Orlando, Florida: Holt Rinehart and Winston.

Jurgensen, R., Dommelly, A., Dolciani, M., (1978). Geometria Moderna. México, D.F., México:
Publicaciones Culturales.

Keshava, B. (1991) Herbolario Tropical. Caracas, Venezuela: Texto. ,

Klinger, F. (1965) (El Algebra? jPero si es muy facil! Barcelona: Espafia: Técnicas.

Levin, R. (1988) Estadistica para Administradores. Hispanoamericana, S. A. Segunda Edicion.

México

Lipschulz A. (1969). Teoria de Conjuntos y Temas Afines. Bogotd, Colombia: McGraw-Hill
Interamericana.

Londoiio, N. Bedoya, H. (1996). Algebra y Geometria. 8 y 9 (Décima ed.). Bogotd, Colombia:
Norma.

Marcos, C. Martinez, J. (1965). Fisica y Quimica. Madrid, Espafia: S M.
Mendenhall, W. Reinmuth, J. (1981). Estadistica para Administraciéon y Economia México D.F.,
México: Grupo Editorial Iberoamericana.

MUNDO GEOMETRICO 244 CURSO DE NIVELACION



